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INSTRUCCIONES PARA LOS ALUMNOS

* Escriba su numero de convocatoria en las casillas de arriba.

* No abra esta prueba hasta que se lo autoricen.

* En esta prueba no se permite el uso de ninguna calculadora.

* Seccidén A: conteste todas las preguntas en las casillas provistas.

* Seccién B: conteste todas las preguntas en las hojas de respuesta provistas. Escriba su
numero de convocatoria en cada una de las hojas de respuestas, y adjuntelas a
este cuestionario de examen y a su portada empleando los cordeles provistos.

* Cuando termine el examen, indique en la casilla correspondiente de la portada el nimero de

hojas que ha utilizado.

* Salvo que se indique lo contrario en la pregunta, todas las respuestas numéricas deberan ser

exactas o aproximadas con tres cifras significativas.

* Se necesita una copia sin anotaciones del cuadernillo de férmulas de Matemdticas NS y de

Ampliacion de Matemadticas NS para esta prueba.
* La puntuaciéon maxima para esta prueba de examen es [120 puntos].
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No se otorgara necesariamente la mdxima puntuacion a una respuesta correcta que no esté acompanada
de un procedimiento. Las respuestas deben estar sustentadas en un procedimiento o en explicaciones.
Aun cuando una respuesta sea erronea, podran otorgarse algunos puntos si el método empleado es correcto,
siempre que aparezca por escrito. Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el procedimiento seguido.

SECCION A

Conteste todas las preguntas en los espacios provistos. De ser necesario, se puede continuar desarrollando
la respuesta en el espacio que queda debajo de las lineas.

1.  [Puntuacion maxima: 6]

. 1
El 4ngulo € se encuentra en el primer cuadrante y cosé = 3

(a) Escriba el valor de sené. [1 punto]

(b) Halle el valor de tg26. [2 puntos]

(c) Halle el valor de cos (g}, expresando la respuesta de la forma %, donde

a,bel". [3 puntos]
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[Puntuacion maxima: 7]
Considere la ecuacion 9x° —45x” + 74x-40=0.
(a) Escribael valor numérico de la sumay del producto de las raices de esta ecuacion. [1 punto]

(b) Las raices de esta ecuacidon son tres términos consecutivos de una progresion
aritmética. Denominando a dichas raices a, a £ f, resuelva la ecuacion. [6 puntos]

Véase al dorso
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[Puntuacion maxima: 6]
Una bolsa contiene tres bolas numeradas con los nimeros 1, 2 y 3 respectivamente.

Bill elige una de estas bolas al azar y toma nota del nimero que aparece en la bola
seleccionada. A continuacion lanza al aire ese nimero de monedas equilibradas.

(a) Calcule la probabilidad de que no salga ninguna cara. [3 puntos]

(b) Sabiendo que no ha salido ninguna cara, halle la probabilidad de que el nimero
de monedas lanzadas haya sido igual a dos. [3 puntos]
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4.  [Puntuacion maxima: 6]
La variable continua X tiene la siguiente funcion densidad de probabilidad:

12x*(1-x), 0<x<1

0, resto de valores.

f(x):{

(a) Determine E(X). [3 puntos]

(b) Determine la moda de X. [3 puntos]

Véase al dorso
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[Puntuacion maxima: 7]

La funcion f viene dada, para —g <x< g ,por f(x)=2cosx+xsenx.
(a) Determine si f es par, impar, o ni par ni impar. [3 puntos]
(b) Muestre que f"(0)=0. [2 puntos]

(c) John afirma que el grafico de f tiene un punto de inflexion en el punto (0, 2),
porque f"(0)=0. Explique brevemente si la afirmacion de John es correctaono. /2 puntos]
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[Puntuacion maxima: 7]

En el triangulo ABC, AB = 243 ,AC=9y BAC =150".

(a) Determine BC, expresando la respuesta de la forma k3,keZ". [3 puntos]

(b) El punto D se encuentra sobre (BC), y (AD) es perpendicular a (BC).
Determine AD. [4 puntos]

Véase al dorso
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[Puntuacion maxima: 8]

Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

x+y+z=1
2x+3y+z=3
x+3y—z=41
donde 1 eR.
(a) Muestre que este sistema no tiene una solucion nica para ningun valor de 4. [4 puntos]

(b) (i) Determine el valor de A para el cual el sistema es compatible.

(11) Para este valor de A, halle la solucion general del sistema. [4 puntos]
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[Puntuacion maxima: 6]

Los vectores a, b, c¢ satisfacen la ecuacion a+b+c=0. Muestre que
axb=bxc=cxa.

Véase al dorso
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[Puntuacion maxima: 7]
La funcién f viene dada en el dominio x>0 por f(x)=¢" —x°.
(a) (i) Halle una expresion para f'(x).

(ii) Sabiendo que la ecuacion f'(x) =0 tiene dos raices, indique el valor de
dichas raices. [3 puntos]

(b) Dibuje aproximadamente el grafico de f, mostrando claramente las coordenadas
del maximo y del minimo. [3 puntos]

(¢) A partir de lo anterior, muestre que e" > 1t°. [1 punto]
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NO escriba soluciones en esta pagina.

Conteste todas las preguntas en las hojas de respuestas provistas.

SECCION B

cada respuesta.

10.

11.

12.

[Puntuacion maxima: 12]

Considere los nimeros complejos z, =2¢is150" y z, =—1+1.

zZ
(a) Calcule =+, dando la respuesta tanto en forma moédulo-argumental como en
2

forma cartesiana.

(b) Utilizando los resultados anteriores, halle el valor exacto de tg75°, expresando
la respuesta de la forma a + \/E, a,belZ".

[Puntuacion maxima: 19]

NG
(a) Halle el valor de la integral IO ’ V4—x*dx.

(b) Halle el valor de la integral J.OO’S arcsen xdx.
(c¢) Utilizando la sustitucion ¢ = tg@, halle el valor de la integral

4
0 3cos’*@+sen’ O

J-E deo

[Puntuacion maxima: 15]

La funcion f viene dada por f(x)=e¢"senx.
(a) Muestre que f"(x)=2e" sen(x +§J

(b) Obtenga una expresion similar para f ¥ (x).

(c) Sugiera una expresion para f“”(x),neZ", y demuestre dicha conjetura
utilizando la induccién matematica.

Empiece una pdgina nueva para

[7 puntos]

[5 puntos]

[7 puntos]

[5 puntos]

[7 puntos]

[3 puntos]

[4 puntos]

[8 puntos]

Véase al dorso
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NO escriba soluciones en esta pagina.
13. [Puntuacion maxima.: 14]

La funcion f viene dada por

F) = 2x-1, x<2
Y= ax*+bx—5, 2<x<3
donde a,beR.

(a) Sabiendo que tanto f como su derivada f” son funciones continuas para todos
los valores pertenecientes al dominio de £, halle el valor de a y de b. [6 puntos]

(b) Muestre que f es una funcion inyectiva. [3 puntos]

(c) Obtenga expresiones para la funcioén inversa f~' e indique sus dominios
respectivos. [5 puntos]
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Instrucciones para los Examinadores

Abreviaturas

M

(M)

(A)

AG

Puntos concedidos por tratar de utilizar un Método correcto; el procedimiento tiene que estar incluido.

Puntos concedidos por el Método utilizado; dicho método puede también haber quedado implicito en
un procedimiento posterior correcto.

Puntos concedidos por una Respuesta (en inglés, Answer) o por Precision (en inglés, Accuracy); a
menudo dependen de las puntuaciones M precedentes.

Puntos concedidos por una Respuesta o por Precision; dicha respuesta/precision puede también haber
quedado implicita en un procedimiento posterior correcto.

Puntos concedidos por un Razonamiento claro.
Puntos concedidos por respuestas correctas cuando no se muestra ningun procedimiento.

Respuesta dada (del inglés answer given) en la propia pregunta, por lo que no se concede ningln
punto.

Uso del esquema de calificacion

1

General

Escriba las puntuaciones en rojo en el margen derecho de la hoja de examen que contiene las
respuestas del alumno.

o Muestre el desglose con las puntuaciones individuales concedidas. Utilice para ello las
abreviaturas M1, Al, etc.

e Escriba al final de cada pregunta la puntuacion total conseguida en esa pregunta y rodee dicho
valor.

Puntuacion por Método y por Respuesta/Precision

e No conceda automaticamente la puntuaciéon maxima solo porgue la respuesta sea correcta; es
obligatorio comprobar todo el procedimiento y puntuar la pregunta segln las directrices del
esquema de calificacion.

e No se puede conceder MO seguido de Al, puesto que las puntuaciones A dependen de las
puntuaciones M precedentes, de haber alguna.

e Cuando se indica en la misma linea una puntuacion M y otra A (p. ej. M1Al), esto normalmente
significa M1 por intentar utilizar un método adecuado (p. €j., sustitucién en una formula) y Al por
utilizar los valores correctos.

e Alli donde el esquema de calificacion especifique (M2), N3, etc., no subdivida las puntuaciones.

e Una vez que aparezca en la hoja la respuesta correcta a una pregunta o a un apartado, ignore todo el
procedimiento subsiguiente.
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Puntuaciones N
Conceda puntos N por respuestas correctas gue no vengan acompafiadas de ningin procedimiento.

¢ No conceda una mezcla de puntos N y de otro tipo de puntuacion.

e Es posible que se hayan incluido en una prueba menos puntos N que el total de puntos M, Ay R;
esto se hace a proposito, puesto que asi se penaliza a los alumnos por no seguir las instrucciones
gue especifican que se ha de mostrar el procedimiento seguido.

Puntuaciones implicitas

Las puntuaciones implicitas se muestran entre paréntesis; p. €j., (M1). Solo se pueden conceder si
aparece incluido el procedimiento correcto o si dicho procedimiento ha quedado implicito en otro
procedimiento posterior.

¢ Normalmente el procedimiento correcto aparece escrito o queda implicito en la siguiente linea.
e Las puntuaciones sin paréntesis solo se pueden conceder cuando el procedimiento aparezca por
escrito explicitamente.

Puntuacion de arrastre de error

Las puntuaciones de arrastre de error (FT, del inglés Follow-Through) se conceden cuando tras dar
una respuesta incorrecta en uno de los apartados de una pregunta, dicha respuesta se utiliza
correctamente en apartados subsiguientes. Para poder conceder puntos de arrastre de error (FT), el
alumno tiene que haber incluido el procedimiento empleado (no solo una respuesta final basada en
una respuesta incorrecta dada en un apartado anterior).

o Si a causa del error cometido la pregunta resulta mucho mas sencilla de resolver, utilice su propio
criterio y conceda menos puntos FT si asi lo considera oportuno.

e Si este error conduce a un resultado inadecuado (p. ej., send=15), no conceda la o las
puntuaciones correspondientes a la(s) respuesta(s) final(es).

e Dentro de un apartado dado de una pregunta, una vez que Se comete un error ya no se puede
conceder ningin punto mas de tipo A que dependan del punto A no concedido. Sin embargo, si
se pueden conceder puntos M si resulta oportuno.

o Las excepciones a esta regla se indicaran explicitamente en el esquema de calificacion.

Error de lectura

Si un alumno comete un error al copiar en su hoja los datos de la pregunta, esto se considera un
“error de lectura” (MR, del inglés mis-read). Aplique a esa pregunta una penalizacion MR de 1
punto. Puntle la pregunta siguiendo los criterios habituales y, a continuacion, escriba —-1(MR) al
lado del total. Reste 1 punto del total correspondiente a esa pregunta. A un alumno sélo se le puede
penalizar una vez por un error de lectura dado.

e Si a causa del error de lectura (MR) cometido la pregunta resulta mucho mas sencilla de resolver,
utilice su propio criterio y conceda menos puntos si asi lo considera oportuno.

e Si este error de lectura (MR) conduce a un resultado inadecuado (p. €j., send=1,5), no conceda la
o las puntuaciones correspondientes a la(s) respuesta(s) final(es).
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Puntuacion discrecional (d)

En las contadas ocasiones en las que el esquema de calificacion no cubra el procedimiento incluido
por el alumno, el examinador utilizara su propio criterio para conceder una puntuacion.
Esta puntuacion tiene que estar rotulada con una (d) y se ha de incluir al lado de la puntuacién una
nota breve en la que se explique el porqué de esta decision.

Métodos alternativos

En ocasiones, los alumnos utilizan métodos distintos de aquellos que aparecen en el esquema de
calificacion. A menos que en la pregunta se especifique qué método se ha de utilizar, el uso de
métodos alternativos correctos no se ha de penalizar, sino que se ha de puntuar siguiendo las
directrices que indica el esquema de calificacion. Si tiene alguna duda al respecto, péngase en
contacto con su jefe de equipo (su team leader) y pidale consejo.

e Cuando para toda una pregunta se incluyen varios métodos alternativos, estos aparecen sefialados
con METODO 1, METODO 2, etc.

¢ Las soluciones alternativas para un apartado dado de una pregunta se indican mediante O BIEN...
O BIEN.

e Siempre que sea posible, también se empleara la alineacion del texto (sangria del parrafo) como
recurso para que el examinador pueda identificar mas facilmente donde comienzan y dénde
terminan las distintas opciones.

Formas alternativas
A menos que en la pregunta se especifique lo contrario, acepte formas equivalentes.

¢ Dado que se trata de un examen internacional, acepte todas las formas alternativas de notacion.

e En el esquema de calificacion, las formas numéricas y algebraicas equivalentes aparecen
generalmente escritas entre paréntesis, justo a continuacién de la respuesta.

e En el esquema de calificacion, las respuestas simplificadas (que los alumnos a menudo no
incluyen en los exdmenes) aparecen normalmente escritas entre paréntesis. La puntuacion se ha de
conceder si el alumno da la respuesta o bien en la forma que precede al paréntesis o bien en la
forma que aparece entre paréntesis (si es que la ha incluido).

Ejemplo: por derivar f (x) =2sen(5x —3), el esquema de calificacion dice:
f'(x)=(2cos(5x—-3))5 (=10cos(5x —3)) Al

Se ha de conceder Al por (2cos(5x—3))5, incluso aunque el alumno no haya escrito
10cos(5x-3).
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Precision de las respuestas

El método para abordar los errores de precision a nivel global, de todo el examen, por medio de
Penalizaciones de Precision (AP, del inglés Accuracy Penalty) ya no es valido.

A los examinadores se les facilitaran, para cada pregunta donde resulte pertinente, las instrucciones
(especificas para esa pregunta) relativas a dichos aspectos numéricos, siempre dentro del marco de la
correccion matematica, la comprension numérica y la adecuacion contextual.

Las instrucciones que aparecen en la portada de cada cuestionario de examen se incluyen para que le
sirvan de orientacion al alumno. En ocasiones, el esquema de calificacion (EC) contiene
instrucciones para el examinador del tipo “Acepte respuestas que se hayan redondeado a n cifras
significativas (cs)”. Cuando el alumno proporcione respuestas (solicitadas en la pregunta) con
menos de n cs, conceda A0. Es posible que el EC requiera algunas respuestas numéricas intermedias
gue no se hayan solicitado explicitamente en la pregunta. En esos casos, conceda los puntos
Gnicamente si el alumno da la respuesta como valor exacto o con al menos 2 cs.

Procedimiento tachado

Si el alumno ha trazado una linea cubriendo parte del procedimiento incluido en el examen (en las
hojas que contienen las respuestas del alumno), o si de algin otro modo ha tachado parte del
procedimiento escrito, no conceda ningun punto por esa parte del procedimiento.

Calculadoras

No se permite el uso de calculadoras. El uso de cualquier tipo de calculadora durante la prueba 1 se
considera conducta fraudulenta y, como consecuencia de ello, no se concedera ninguna calificacion
final. Si se topa con un ejercicio que sugiera que el alumno pudiera haber utilizado algin tipo de
calculadora, siga por favor los procedimientos establecidos para abordar la conducta fraudulenta.
Ejemplos: hallar un angulo a partir de una razon trigonométrica de 0,4235.

Mas de una solucion

Cuando un alumno proporcione dos (0 mas) respuestas distintas a una misma pregunta, el
examinador s6lo ha de puntuar la primera respuesta, a no ser que el alumno haya indicado lo
contrario.



(a)

(b)

(©)

(a)

(b)

—6-

SECCION A

45 40
suma =—, producto =—
9 9

se deduce que 30{2% y a(a? _ﬂz):"’_;

. 5
resolviendo, o =—

5(25 ) 40
3(9 ﬂJ_g

1
,3:(1)5

. 4
las otras dos raices son 2, —
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Al
[1 punto]

M1A1l

[2 puntos]

M1Al

Al
[3 puntos]

Total [6 puntos]

Al
[1 punto]

AlAl
Al
M1

Al

Al
[6 puntos]

Total [7 puntos]
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(@  P(tirar n monedas y que no salga ninguna cara) =0,
. 111111
P(ningunacara) ==x—=+=X—+—=x—
3 2 3 4 38
_I
24
(b) P (2|ninguna cara) = P(2 monec_ias y ninguna cara)
P (ninguna cara)
1
_12
A
24
_2
7
@ ECO=[12x°@-x)dx
4 51
XX
4 5|
_3
5
(b)  f'(x)=12(2x—-3x%)
enlamoda f'(x)=12(2x-3x%)=0
por lo tanto, la moda :é
@  f(=x)=2cos(—x)+ (-x)sen(—x)
=2cosx+xsenx (= f(x))
por lo tanto, f es par
(b) f'(x)=-2senx+senX+ XCOSX (=—Sen X+ Xcosx)

f"(X) =—CcosX+CcosX—XxsenXx (=-Xsenx)
de modo que f"(0)=0
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5" (A1)

M1

Al
[3 puntos]

M1

Al

Al
[3 puntos]

Total [6 puntos]

M1

Al

Al
[3 puntos]
Al
M1
Al
[3 puntos]

Total [6 puntos]

M1

Al

Al
[3 puntos]

Al
Al
AG
[2 puntos]

continda ...
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Continuacion de la Pregunta 5

(c) el razonamiento de John es incorrecto porque
0 bien; hay un punto estacionario en (0, 2) y, dado que f es una funcién
par, y por lo tanto simétrica respecto al eje y, tiene que tratarse de
un maximo o de un minimo

[2 puntos]

Total [7 puntos]

[3 puntos]

[4 puntos]

Total [7 puntos]

0 bien; f"(x) es pary, por consiguiente, tiene el mismo signo a ambos

lados de (0, 2) R2
) \3
6. (@@ BC =12+81+2><2\/§><9><7=147 M1A1
BC=73 Al
(b)  4readel triangulo ABC:%XQX 2\/§><% (: #J M1A1
y, por lo tanto, %xADx?[z# M1
AD _2 Al
7
7. (@ haciendo uso de las operaciones con filas, M1
para obtener 2 ecuaciones, ambas con las mismas 2 variables AlAl
por ejemplo y-z=1
2y-2z=1-1

el hecho de que el miembro de la izquierda de una de las ecuaciones sea
un multiplo del miembro de la izquierda de la otra ecuacién indica que las

ecuaciones no tienen una solucion unica, o equivalente R1AG

(o) () 4=3 Al
(if)  sitomamos z=u M1
entonces, y=1+ u Al

y x=-2u 0 equivalente Al

[4 puntos]

[4 puntos]

Total [8 puntos]



-9- SPEC/5/MATHL/HPL1/SPAITZ0/XXIM

aplicando el producto cruzado con a, M1
ax(@a+b+c)=ax0=0 Al
haciendo uso de las propiedades algebraicas de los vectores y el hecho de que axa=0
M1
axb+axc=0 Al
axb=cxa AG
aplicando el producto cruzado con b, M1
bx(@a+b+c)=0
bxa+bxc=0 Al
axb=bxc AG

con esto se completa la demostracion

(@ (@) f'(x)=e—ex*' Al
(i)  mediante inspeccion se deduce que las dos raices son 1, e AlAl

b A
®)

3

2 (-1-) e"l)

1

0 1 2(e,0) 3 G A3

[6 puntos]

[3 puntos]

Nota: Conceda Al por el maximo, Al por el minimo y Al por la forma general de la curva.

(c)  apartir del grafico: €* > x° paratodo x>0 excepto x=e R1
tomando x =, se concluye que e* > t° AG

[3 puntos]

[1 punto]

Total [7 puntos]
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(@)

(b)

-10-

SECCION B

en forma cartesiana
z =2><—£+2><1i
2 2
=3 +i
—J3+i

Z

z, —l+i
() )

CO(-1+0)  (1-i)

13 (8-1)
2 2
en forma médulo-argumental
z, =/2cis135
Z, _ 2cis150
z, 2cis135

=/2¢is15°

i . . z
al igualar las dos expresiones correspondientes a —
z

1+\/§
22

senlh’ = E
22

cosls =

(\/é +1)(\@+1)
(V3-1)(3+1)
= 2+\/§

SPEC/5/MATHL/HPL1/SPAITZ0/XXIM

M1

Al

M1

Al

Al

AlAl
[7 puntos]

Al

Al

M1

Al

Al
[5 puntos]

Total [12 puntos]
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11. (a) sea x=2send
dx =2cos@dé

| :112c059x 2cosOdo L: 4J4c0520dej
0 0

Nota:

Conceda Al por los limites y Al por la expresion.

(b)

= 2_[0Z (1+cos260)do

1 4
= 2{«9 + Esen 29}

0

-1+ 2
2

1
V1-x?
, 05
=[xarcsenx]” +[ 1—x? |,
n 3

122

dx

| =[xarcsen x]z'5 - joos X X

©) dt:seczede[o,%}a[o,l]

dt
Cqt (1+t%)
I _Jo 3

2
Lt

(1+t?)  (1+t?)
:J‘l dt

03+t

i)
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M1
Al

AlAl

Al

Al

Al
[7 puntos]

M1A1A1
Al

Al
[5 puntos]

A1(Al)

M1(AL)

Al

Al

Al
[7 puntos]

Total [19 puntos]
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12. (@) f'(x)=e"senx+e”*cosx Al
f"(x) =e*sen x+e* cosx+e* cosx—e”senx Al
=2e* cos X Al
=2¢" sen(x +%j AG
[3 puntos]
(b)  F"(x) :2exsen(x+gj+2eX cos(x+%j Al

f@(x) = 2¢" sen(x+%)+ 2¢e” cos(x+gj+ 2¢e” cos(x+%j—2eX sen(x+gj Al

=4¢* cos(x+%} Al

=4e*sen(x+m) Al
[4 puntos]

(c) laconjeturaes que
feM(x)=2"¢ sen(x+n—2nJ Al
para n=1, de esta formula se obtiene

f"(x) =2e*sen (x +%) , Que es correcta Al

supongamos que el resultado es verdadero para n=k , [es decir, f @) (x)=2"e*sen (x + %n
M1

consideremos ahora f Y (x) =2"e*sen (x + %nj + 2% cos(x + I%TJ M1

f (20D () = 2k ¥ sen(x+k?nJ+ 24X cos(x+k—2nj+ 2% e cos(x+k—;j—2kexsen(x+k?nJ

Al
=2k te* cos(x+k?nJ Al
= 2“%*5en(x+@} Al
por lo tanto, verdadero para h =k = verdadero para n=k +1, y dado
gue es verdadero para n =1, el resultado queda demostrado por induccién R1

Nota: Conceda la puntuacion R1 final Unicamente si se han concedido
las dos puntuaciones M anteriores.

[8 puntos]

Total [15 puntos]
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(@ f escontinua = lim f(x) = lim f (x) M1
x—2" x—2"
4a+2b=8 Al
2, X<2
£1(x) = = Al
2ax+b, 2<x<3
f’ escontinua = lim f'(x) = lim f'(x)
x—2" x—2"
4a+b=2 Al
se resuelve el sistema de ecuaciones M1
para asi obtener a=-1 and b=6 Al
[6 puntos]
(b) para x<2, f'(xX)=2>0 Al
para 2<x<3, f'(x)=-2x+6>0 Al
dado que f'(x) >0 para todos los valores pertenecientes al dominio de f,
f es creciente R1
Yy, por tanto, inyectiva AG
[3 puntos]
x+1
(©) x=2y—1:>y=7 M1
X=-y’+6y-5=y*-6y+x+5=0 M1
y=3++4-X
por lo tanto:
X+1
4 _ X<3
f=(x)= 2 AlA1Al
3-V4-x, 3<x<4
Nota: Conceda Al por la primera recta y A1AL por la segunda recta.
[5 puntos]

Total [14 puntos]
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No se otorgara necesariamente la mdxima puntuacion a una respuesta correcta que no esté acompanada
de un procedimiento. Las respuestas deben estar sustentadas en un procedimiento o en explicaciones.
En particular, junto a los resultados obtenidos con calculadora de pantalla grafica, debera reflejarse por
escrito el procedimiento seguido para su obtencion, por ejemplo, si se utiliza una grdfica para hallar una
solucion, se debera dibujar aproximadamente la misma como parte de la respuesta. Aun cuando una
respuesta sea erronea, podran otorgarse algunos puntos si el método empleado es correcto, siempre que
aparezca por escrito. Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el procedimiento seguido.

SECCION A

Conteste todas las preguntas en los espacios provistos. De ser necesario, se puede continuar desarrollando
la respuesta en el espacio que queda debajo de las lineas.

1.  [Puntuacion maxima: 6]

Sabiendo que (x—2) es un factor de f(x)=x’+ax’ +bx—4 y que al dividir f(x)
entre (x—1) el resto es igual a —6, halle el valor de a y el valor de b.




—
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[Puntuacion maxima: 5]
Sean a y r el primer término y la razén comun, respectivamente, de una serie

geométrica, donde a, r € Q. Sabiendo que el tercer término es igual a 9 y que la suma
de los infinitos términos de la serie es 64, halle el valor de a y el valor de r.

Véase al dorso



3.  [Puntuacion maxima: 6]

Se midio la altura de todos los nifios que empiezan el curso en un colegio dado y se
elaboro el siguiente grafico de frecuencias acumuladas.

(a)

SPEC/5/MATHL/HP2/SPA/TZ0/XX

80
70 /
s
S 60
=)
5
2 50
= /
Q
5 40
2
=30 /
20 /
10
0o —W /
1.0 1.1 12 13 14 15 1.6
Altura (m)
Complete la tabla de frecuencias agrupadas correspondiente a estos datos. [2 puntos]
Intervalo Frecuencia
11,0, L]
IL1,1,2]
1,2, 1,3]
I1,3,1,4]
11,4, 1,5]
]1’5 b 19 6]

(Esta pregunta continua en la siguiente pagina)
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(Pregunta 3: continuacion)

(b) Estime la media y la desviacion tipica de las alturas de estos 80 nifios. [2 puntos]

(©)

Explique brevemente si la distribucion normal constituye o no un modelo
apropiado para esta poblacion. [2 puntos]

Véase al dorso
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[Puntuacion maxima: 6]
Sea el numero complejo z =—+/3 +1i.
(a) Halle el modulo y el argumento de z, dando el argumento en grados. [2 puntos]

(b) Halle la raiz cuibica de z que se encuentra en el primer cuadrante del plano de
Argand, dando la respuesta en forma cartesiana. [2 puntos]

(c) Halle el menor nimero entero positivo n para el cual z" es un nimero real
positivo. [2 puntos]
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[Puntuacion maxima: 6]

Una particula P se mueve a lo largo del eje x de modo tal que su velocidad v ms™ en
el instante ¢ segundos viene dada por v = cos (¢%).

(a) Sabiendo que P se encuentra en el origen O en el instante ¢ =0, calcule
(i) aquédistancia de O se encuentra P transcurridos 3 segundos;
(i1) la distancia total recorrida por P en los primeros 3 segundos. [4 puntos]

(b) Halle el instante en el cual la distancia total recorrida por P es igual a 1 m. [2 puntos]

Véase al dorso



-8- SPEC/5/MATHL/HP2/SPA/TZ0/XX
[Puntuacion maxima: 6]

La funcion f es de la forma f(x)= Z+a , X # —%. Sabiendo que el grafico de f
X+ C

. 2
tiene por asintotas x=—4 ¢ y =-2,y que el punto (E’ 1] pertenece al gréfico, halle

el valorde a,elde b yelde c.
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[Puntuacion maxima: 9]
Un barco S se encuentra a 10 km al norte de una lancha motora M cuando son las
12:00 del mediodia. El barco viaja en direccion noreste a una velocidad constante de
20 kmh™. La lancha motora desea interceptar al barco y se mueve con una velocidad

constante de 30 kmh™ en una direccion que estd @ grados al este del norte. Para que
la intercepciodn se produzca, determine

(a) elvalorde @; [4 puntos]

(b) lahora a la que se produce la intercepcion, redondeando al minuto mas cercano. /5 puntos]

Véase al dorso
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[Puntuacion maxima: 9]

Sea OABCDE un hexéagono regular y sean a y b los vectores de posicion de Ay de B
con respecto a O, respectivamente.

(a) Muestre que OC =2AB. [2 puntos]

(b) Halle el vector de posicion de C, de D y de E en funcién de a y de b. [7 puntos]
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[Puntuacion maxima: 7]

Una escalera de mano de 10 m de longitud esta apoyada sobre un terreno horizontal y
contra una pared vertical. La parte inferior de la escalera se va separando de la pared a
una velocidad constante de 0,5 ms™. Calcule la velocidad a la que est4 descendiendo
la parte superior de la escalera cuando la parte inferior de la misma se encuentra a una
distancia de 4 m de la pared.

Véase al dorso
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NO escriba soluciones en esta pagina.
SECCION B

Conteste todas las preguntas en las hojas de respuestas provistas. Empiece una pagina nueva para
cada respuesta.

10. [Puntuacion maxima: 12]

Las coordenadas de los puntos A y B respecto al origen O son (1, 2,3) y (3,1, 2).

(a) (i) Halle OAxOB.
(i1)) Determine el area del tridangulo OAB.
(ii1)) Halle la ecuacion cartesiana del plano OAB. [5 puntos]

(b) (1) Halle la ecuacion vectorial de la recta L, a la que pertenecen los puntos

AyB.
x 2 1
(i) Larecta L, tiene la siguiente ecuacion vectorial: | y |=| 4 |+ x| 3 |.
z 3 2
Determine si L, y L, son rectas alabeadas. [7 puntos]
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NO escriba soluciones en esta pagina.

11.

[Puntuacion maxima: 13]

Un banco ofrece un préstamo de $P al comienzo de un mes dado, a un tipo de
interés mensual de /. El interés se calcula al final de cada mes y se va afiadiendo a
la deuda pendiente. Al final de cada mes hay que realizar una amortizacion de $R .
Sea $S, la deuda pendiente inmediatamente después de haber realizado la n-ésima
amortizacién mensual.

(a)

(b)

(1)  Halle una expresion para S, , y muestre que:

2
S,=P 1+L —-R| 1+ 1+L .
100 100

(i1) Determine una expresion similar para S, . A partir de lo anterior, muestre

que:
S =P|1+ ! —100R 1+ ! -1]1.
100 I 100

Sue pide un préstamo por valor de $5000 a un tipo de interés mensual del 1 %.
Tiene pensado devolver el préstamo en 5 afios (es decir, 60 meses).

(i) Calcule la amortizacién mensual que necesita realizar, redondeando la
respuesta a dos cifras decimales.

(i1)) Al cabo de 20 meses, Sue hereda algo de dinero y decide pagar en ese
momento todo lo que le queda por devolver del préstamo. ;Cuénto dinero
tendra que pagar? D¢ la respuesta redondeando al $ mas cercano.

[7 puntos]

[6 puntos]

Véase al dorso
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NO escriba soluciones en esta pagina.

12.

[Puntuacion maxima: 17]

Los pesos, en kg, de los machos de una determinada especie de ave siguen una
distribucién normal, de media x y desviacion tipica o .

(a) Sabiendo que el 70 % de dichas aves pesa mas de 2,1 kg y que el 25 % de dichas
aves pesa mas de 2,5 kg, calcule el valor de i y el valorde o .

(b) Se toma una muestra aleatoria compuesta por diez de estas aves. Sea X el
numero de aves de la muestra que pesan mas de 2,5 kg.

(i) Calcule E(X).

(ii)) Calcule la probabilidad de que exactamente cinco de estas aves pesen mas
de 2,5 kg.

(ii1)) Determine el valor mas probable de X.

(c) Elntimero de huevos, Y, que ponen las hembras de esta especie durante la época
de nidificacion sigue una distribucion de Poisson de media A. Se sabe que
P(Y >2)=0,80085, redondeando a 5 cifras decimales.

(i)  Determine el valor de 4.

(i1)) Calcule la probabilidad de que dos hembras elegidas al azar pongan entre
las dos un total de dos huevos.

(ii1)) Sabiendo que esas dos hembras han puesto entre las dos un total de dos
huevos, calcule la probabilidad de que cada una haya puesto un huevo.

[4 puntos]

[5 puntos]

[8 puntos]
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NO escriba soluciones en esta pagina.

13.

[Puntuacion maxima: 18]

La funcion f viene dada en el dominio [0, 2] por f(x) =In(x+1)sen (mx).

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Obtenga una expresion para f'(x).

Dibuje aproximadamente el grafico de f y el de f' en los mismos ejes,
mostrando claramente todas las intersecciones con el eje x.

Halle las coordenadas x de los dos puntos de inflexion que tiene el grafico de f.

Halle la ecuacion de la normal al grafico de f en x=0,75, expresando la
respuesta de la forma y =mx+c.

Considere los puntos A(a, f(a)), B(b, f(b)) y C(c, f(c)) donde a, b yc
(a<b<c) son las soluciones de la ecuacion f(x)= f'(x). Halle el area del
triangulo ABC.

[3 puntos]

[4 puntos]

[2 puntos]

[3 puntos]

[6 puntos]
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Instrucciones para los Examinadores

Abreviaturas

M

(M)

(A)

AG

Puntos concedidos por tratar de utilizar un Método correcto; el procedimiento tiene que estar incluido.

Puntos concedidos por el Método utilizado; dicho método puede también haber quedado implicito en
un procedimiento posterior correcto.

Puntos concedidos por una Respuesta (en inglés, Answer) o por Precision (en inglés, Accuracy); a
menudo dependen de las puntuaciones M precedentes.

Puntos concedidos por una Respuesta o por Precision; dicha respuesta/precision puede también haber
quedado implicita en un procedimiento posterior correcto.

Puntos concedidos por un Razonamiento claro.
Puntos concedidos por respuestas correctas cuando no se muestra ningun procedimiento.

Respuesta dada (del inglés answer given) en la propia pregunta, por lo que no se concede ningln
punto.

Uso del esquema de calificacion

1

General

Escriba las puntuaciones en rojo en el margen derecho de la hoja de examen que contiene las
respuestas del alumno.

o Muestre el desglose con las puntuaciones individuales concedidas. Utilice para ello las
abreviaturas M1, Al, etc.

e Escriba al final de cada pregunta la puntuacion total conseguida en esa pregunta y rodee dicho
valor.

Puntuacion por Método y por Respuesta/Precision

e No conceda automaticamente la puntuaciéon maxima solo porgue la respuesta sea correcta; es
obligatorio comprobar todo el procedimiento y puntuar la pregunta segln las directrices del
esquema de calificacion.

e No se puede conceder MO seguido de Al, puesto que las puntuaciones A dependen de las
puntuaciones M precedentes, de haber alguna.

e Cuando se indica en la misma linea una puntuacion M y otra A (p. ej. M1Al), esto normalmente
significa M1 por intentar utilizar un método adecuado (p. €j., sustitucién en una formula) y Al por
utilizar los valores correctos.

e Alli donde el esquema de calificacion especifique (M2), N3, etc., no subdivida las puntuaciones.

e Una vez que aparezca en la hoja la respuesta correcta a una pregunta o a un apartado, ignore todo el
procedimiento subsiguiente.
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Puntuaciones N
Conceda puntos N por respuestas correctas gue no vengan acompafiadas de ningin procedimiento.

¢ No conceda una mezcla de puntos N y de otro tipo de puntuacion.

e Es posible que se hayan incluido en una prueba menos puntos N que el total de puntos M, Ay R;
esto se hace a proposito, puesto que asi se penaliza a los alumnos por no seguir las instrucciones
gue especifican que se ha de mostrar el procedimiento seguido.

Puntuaciones implicitas

Las puntuaciones implicitas se muestran entre paréntesis; p. €j., (M1). Solo se pueden conceder si
aparece incluido el procedimiento correcto o si dicho procedimiento ha quedado implicito en otro
procedimiento posterior.

¢ Normalmente el procedimiento correcto aparece escrito o queda implicito en la siguiente linea.
e Las puntuaciones sin paréntesis solo se pueden conceder cuando el procedimiento aparezca por
escrito explicitamente.

Puntuacion de arrastre de error

Las puntuaciones de arrastre de error (FT, del inglés Follow-Through) se conceden cuando tras dar
una respuesta incorrecta en uno de los apartados de una pregunta, dicha respuesta se utiliza
correctamente en apartados subsiguientes. Para poder conceder puntos de arrastre de error (FT), el
alumno tiene que haber incluido el procedimiento empleado (no solo una respuesta final basada en
una respuesta incorrecta dada en un apartado anterior).

o Si a causa del error cometido la pregunta resulta mucho mas sencilla de resolver, utilice su propio
criterio y conceda menos puntos FT si asi lo considera oportuno.

e Si este error conduce a un resultado inadecuado (p. ej., send=15), no conceda la o las
puntuaciones correspondientes a la(s) respuesta(s) final(es).

e Dentro de un apartado dado de una pregunta, una vez que Se comete un error ya no se puede
conceder ningin punto mas de tipo A que dependan del punto A no concedido. Sin embargo, si
se pueden conceder puntos M si resulta oportuno.

o Las excepciones a esta regla se indicaran explicitamente en el esquema de calificacion.

Error de lectura

Si un alumno comete un error al copiar en su hoja los datos de la pregunta, esto se considera un
“error de lectura” (MR, del inglés mis-read). Aplique a esa pregunta una penalizacion MR de 1
punto. Puntle la pregunta siguiendo los criterios habituales y, a continuacion, escriba —-1(MR) al
lado del total. Reste 1 punto del total correspondiente a esa pregunta. A un alumno sélo se le puede
penalizar una vez por un error de lectura dado.

e Si a causa del error de lectura (MR) cometido la pregunta resulta mucho mas sencilla de resolver,
utilice su propio criterio y conceda menos puntos si asi lo considera oportuno.

e Si este error de lectura (MR) conduce a un resultado inadecuado (p. €j., send=1,5), no conceda la
o las puntuaciones correspondientes a la(s) respuesta(s) final(es).
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Puntuacion discrecional (d)

En las contadas ocasiones en las que el esquema de calificacion no cubra el procedimiento incluido
por el alumno, el examinador utilizara su propio criterio para conceder una puntuacion.
Esta puntuacion tiene que estar rotulada con una (d) y se ha de incluir al lado de la puntuacién una
nota breve en la que se explique el porqué de esta decision.

Métodos alternativos

En ocasiones, los alumnos utilizan métodos distintos de aquellos que aparecen en el esquema de
calificacion. A menos que en la pregunta se especifique qué método se ha de utilizar, el uso de
métodos alternativos correctos no se ha de penalizar, sino que se ha de puntuar siguiendo las
directrices que indica el esquema de calificacion. Si tiene alguna duda al respecto, péngase en
contacto con su jefe de equipo (su team leader) y pidale consejo.

e Cuando para toda una pregunta se incluyen varios métodos alternativos, estos aparecen sefialados
con METODO 1, METODO 2, etc.

¢ Las soluciones alternativas para un apartado dado de una pregunta se indican mediante O BIEN...
O BIEN.

e Siempre que sea posible, también se empleara la alineacion del texto (sangria del parrafo) como
recurso para que el examinador pueda identificar mas facilmente donde comienzan y dénde
terminan las distintas opciones.

Formas alternativas
A menos que en la pregunta se especifique lo contrario, acepte formas equivalentes.

¢ Dado que se trata de un examen internacional, acepte todas las formas alternativas de notacion.

e En el esquema de calificacion, las formas numéricas y algebraicas equivalentes aparecen
generalmente escritas entre paréntesis, justo a continuacién de la respuesta.

e En el esquema de calificacion, las respuestas simplificadas (que los alumnos a menudo no
incluyen en los exdmenes) aparecen normalmente escritas entre paréntesis. La puntuacion se ha de
conceder si el alumno da la respuesta o bien en la forma que precede al paréntesis o bien en la
forma que aparece entre paréntesis (si es que la ha incluido).

Ejemplo: por derivar f (x) =2sen(5x —3), el esquema de calificacion dice:
f'(x)=(2cos(5x—-3))5 (=10cos(5x —3)) Al

Se ha de conceder Al por (2cos(5x—3))5, incluso aunque el alumno no haya escrito
10cos(5x-3).
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Precision de las respuestas

El método para abordar los errores de precision a nivel global, de todo el examen, por medio de
Penalizaciones de Precision (AP, del inglés Accuracy Penalty) ya no es valido.

A los examinadores se les facilitaran, para cada pregunta donde resulte pertinente, las instrucciones
(especificas para esa pregunta) relativas a dichos aspectos numéricos, siempre dentro del marco de la
correccion matematica, la comprension numérica y la adecuacion contextual.

Las instrucciones que aparecen en la portada de cada cuestionario de examen se incluyen para que le
sirvan de orientacion al alumno. En ocasiones, el esquema de calificacion (EC) contiene
instrucciones para el examinador del tipo “Acepte respuestas que se hayan redondeado a n cifras
significativas (cs)”. Cuando el alumno proporcione respuestas (solicitadas en la pregunta) con
menos de n cs, conceda A0. Es posible que el EC requiera algunas respuestas numéricas intermedias
gue no se hayan solicitado explicitamente en la pregunta. En esos casos, conceda los puntos
Gnicamente si el alumno da la respuesta como valor exacto o con al menos 2 cs.

Procedimiento tachado
Si el alumno ha trazado una linea cubriendo parte del procedimiento incluido en el examen (en las

hojas que contienen las respuestas del alumno), o si de algun otro modo ha tachado parte del
procedimiento escrito, no conceda ningln punto por esa parte del procedimiento.

Mas de una solucion

Cuando un alumno proporcione dos (0 mas) respuestas distintas a una misma pregunta, el
examinador s6lo ha de puntuar la primera respuesta, a no ser que el alumno haya indicado lo
contrario.



-6- SPEC/5/MATHL/HP2/SPAITZ0/XXIM

SECCION A
f(2)=8+4a+2b-4=0 M1
=4a+2b=-4 Al
f@=1+a+b-4=-6 M1
=a+b=-3 Al
resolviendo, a=1,b=-4 AlAl
[6 puntos]
el enunciado dice que ar® =9 y que 1i =64 Al
dividiendo r? (1—r) =— M1
64
64r° —64r° +9=0 Al
r=0,75; a=16 AlAl
[5 puntos]
(a) Intervalo Frecuencia
Lo, 11] 6
L1, 12] 28
L2, 13] 18
L3, 14] 14
L4, 19] 10
L5, 16] 4 A2
[2 puntos]
(b) wu=126; 0=0,133 AlAl
[2 puntos]
(c) no, porque la distribucién normal es simétrica y estos datos no lo son R2
[2 puntos]

Total [6 puntos]
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(@ mod(z)=2, arg(z) =150

11
(b)  z%®=23%(cos50 +isen50)
=0,810+ 0,965i

(c) tenemos que hallar un maltiplo de 150 que sea también multiplo de 360,
por lo que sea cual sea el método utilizado,
n=12

Nota: Conceda Gnicamente 1 punto por el apartado (c) si n=12 esta basado
en arg(z)=-30.

(@ () distanciade O = vdt
—0,703 (m)
(ii) distancia total recorrida = I§| v|dt

=2,05 (m)
(b)  resolviendo la ecuacion I;‘Cos (uz)‘du =1

t=1,39 (s)

asintota vertical x=-4—= -4b+c=0

asintota horizontal y=-2 = % =2

b=—=yc=-2

2y

2

§+a
1:

2 3
a=-3

AlAl

[2 puntos]

(M1)
Al
[2 puntos]

M1
Al

[2 puntos]

Total [6 puntos]

(M1)
Al
(M1)

Al
[4 puntos]

(MI)

Al
[2 puntos]

Total [6 puntos]

M1
M1

AlAl

M1

Al
[6 puntos]
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(@) supongamos que la intercepcion se produce en el punto P, transcurridas
t horas desde las 12:00

en ese caso, SP =20t y MP =30t Al
aplicando el teorema del seno,
SP :EZ sené M1A1
MP 3 senl35
de donde se deduce que 6 =28,1 Al
[4 puntos]
(b) aplicando de nuevo el teorema del seno,
MP _ sen135 M1A1
MS sen(45-28,1255...)
30t =10x—eN13° M1
senl6,8745...
t=0,81199... Al
la intercepcion se produce a las 12:49 Al
[5 puntos]

Total [9 puntos]



@ OC=AB+0ACco0s60+BCcos60
ZAB+ABXE+ABX£
2 2

=2AB

(b) OC=2AB=2(b-a)
Ob= OC+CD
- OC+ AO
=2b—-2a-a=2b-3a
OE=BC
=2b—-2a-b=b-2a

SPEC/5/MATHL/HP2/SPAITZ0/XXIM

M1
Al
AG

M1A1l
M1

Al
Al

M1
Al

[2 puntos]

[7 puntos]

Total [9 puntos]

sean X, y (m) la distancia a la que se encuentra de la pared la parte inferior de la
escalera y la distancia a la que se encuentra del suelo la parte superior de la

escalera, respectivamente
entonces

x* +y? =100

cuando x=4, y=+/84 y %=0,5
sustituyendo 2x4x0,5+ 2\/8_4%/:0

dy _ 0,218 ms™
dt

(la velocidad a la que esta descendiendo es 0,218 ms™)

M1A1l
M1A1l

Al

Al

Al

[7 puntos]



10.

(@)

(b)

(i)

(iii)

(i)
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SECCION B
OAxOB=i+7]-5k

drea :£|i+7j—5k|:ﬂ (4,33)
2 2
la ecuacién del plano es x+7y -5z =k

X+7y-5z=0

direccion de larecta =(3i+ j+2k) — (i +2j+3k)=2i— j—-k
la ecuacion de la recta es
r=>0+2j+3k)+1(2i-j-k)

en el punto de interseccion,
1+24=2+u

2-A=4+3u
3-41=3+2u
resolviendo la 2.2y la 3.2 ecuacion: A1=4, u=-2

estos valores no satisfacen la 1.2 ecuacién, por lo que las rectas
son alabeadas

Al

M1A1l

M1
Al
[5 puntos]

M1A1l

Al

M1A1l

Al

R1
[7 puntos]

Total [12 puntos]
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(i)  ampliando esta secuencia

e et b
i RU“lCI)Ojn_l]

100 D
100

:p@+l_j_EEB(LFLJ<4
100) 1 100

(b) (i) tomando S, =0, P=5000, =1
5000x1,01% =100R (1,01*° 1)
R=($)111,22

(if)  en este caso tenemos que n=20, P =5000, | =1, R=111,22
S,, =5000x1,01*° ~100x111,22(1,01% -1)
=($)3652
gue es la deuda pendiente

Al

M1A1l

AG

M1A1l

M1A1l

AG
[7 puntos]

M1
Al
Al

M1
Al
Al

[6 puntos]

Total [13 puntos]
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12. (a) el enunciado dice que:
2,1=p-0,52440

2,5=1+0,67450 M1Al
u=2,27,0=0,334 AlAl
[4 puntos]
(b) (i) sea X el numero de aves de la muestra que pesan mas de 2,5 kg
entonces X es B(10, 0,25) Al
E(X)=2,5 Al
(i) 0,0584 Al
(iif)  para hallar el valor méas probable de X, hay que considerar
p, =0,0563..., p, =0,1877..., p, =0,2815..., p, =0,2502... M1
por consiguiente, el valor mas probable =2 Al
[5 puntos]
() (i) resolvemos 1-P(Y <1)=0,80085 utilizando
la calculadora de pantalla grafica M1
A=3,00 Al

(i) sean X,, X, el nimero de huevos que ha puesto cada ave
P(X,+X,=2)=P(X,=0)P(X,=1)+P(X,=)P(X, =) +P (X, =2)P(X, =0)

M1AL

=e3xe?® x%—k (e®x3)* +e7 ><%><e_3 =0,0446 Al

(i) P(X,=1, X,=1|X,+ X, =2) =2 Ki=1 X, =1) M1A1
P(X,+ X, =2)

_05 AL

[8 puntos]

Total [17 puntos]
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13. (@ f'(x) :ilsen (mx) + mIn (X +1) cos (nx) M1A1A1
X+
[3 puntos]
(b)
Ya
0
A4
Nota: Conceda A1A1 por los gréaficos, y A1A1 por las intersecciones.
[4 puntos]
(c) 0,310;112 AlAl
[2 puntos]
(d)  f'(0,75)=-0,839092 Al
por lo que la ecuacion de la normal es y —0,39570812 = ;(x -0,75) M1
0,839092
y =1,19x - 0,498 Al
[3 puntos]
() A(0,0)
f_/CH /_/d%
B(0,548...,0,432..) Al
f_Je% f_j%
C(@44...,-0,881...) Al
Nota: Acepte valores de las coordenadas de B y C que se hayan redondeado
a 3 cifras significativas.
drea AABC:%|(ci+dj)><(ei+ )| M1A1
1
=3 (de—cf) Al
=0,554 Al
[6 puntos]

Total [18 puntos]
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Por favor comience cada pregunta en una pagina nueva. No se otorgard necesariamente la mdxima
puntuacion a una respuesta correcta que no esté acomparnada de un procedimiento. Las respuestas deben
estar sustentadas en un procedimiento o en explicaciones. En particular, junto a los resultados obtenidos con
calculadora de pantalla grdfica, debera reflejarse por escrito el procedimiento seguido para su obtencion;
por ejemplo, si se utiliza una grafica para hallar una solucion, se debera dibujar aproximadamente la misma
como parte de la respuesta. Aun cuando una respuesta sea erronea, podran otorgarse algunos puntos si el
método empleado es correcto, siempre que aparezca por escrito. Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el
procedimiento seguido.

1.  [Puntuacion maxima: 9]

(a) Utilice el algoritmo de Euclides para hallar el maximo comun divisor de 259
y 581. [4 puntos]

(b) A partir de lo anterior o de cualquier otro modo, halle la solucion general de la
ecuacion diofantica 259x+581y =7 . [5 puntos]

2.  [Puntuacion maxima: 13]

El grafo G tiene por vértices P, O, R, S, T,y la siguiente tabla muestra el numero
de aristas que unen cada par de vértices.

P Q|R|S|T
P O |1 ][O0 1]2
Q1[0 1]07]0O0
R|O0O[1]0]1 1
S| 1,0 1]0]0O0
T|2]0[1]0]0
(a) Dibuje el grafo G como un grafo planario. [2 puntos]

(b) Justificando su respuesta, indique si G es 0 no
(1)  simple;
(1) conexo;
(ii1) bipartito. [4 puntos]

(c) Explique qué caracteristica de G le permite afirmar que este grafo tiene un
sendero euleriano y escriba un sendero. [2 puntos]

(Esta pregunta continua en la siguiente pagina)
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(Pregunta 2: continuacion)

(d) Explique qué caracteristica de G le permite afirmar que este grafo no tiene
ningln circuito euleriano. [1 punto]

(e) Halle el maximo ntimero de aristas que se pueden afiadir al grafo G (sin incluir
ni lazos ni aristas multiples adicionales) de modo tal que siga siendo planario. [4 puntos]

3.  [Puntuacion maxima: 12]

(a) Unaversion del pequeno teorema de Fermat establece que, en ciertas condiciones,
a’" =1(mod p).

(1)  Muestre que esto no se cumple para a=2, p=9, e indique cudl es la
condicion que no se satisface.

(i) Halle el menor valor positivo de % que satisface la congruencia
2% =k(mod9). [6 puntos]

(b) Halle todos los nimeros enteros comprendidos entre 100 y 200 que satisfacen el
sistema de congruencias 3x =4(mod 5) y 5x=6(mod 7). [6 puntos]

4.  [Puntuacion maxima: 12]

En la siguiente tabla se muestra el peso de cada una de las aristas de un grafo G cuyos
vértices son A, B, C, Dy E.

A B C D
A — 11 18 12 9
B 11 — 17 13 14
C 18 17 — 16 10
D 12 13 16 — 15
E 9 14 10 15 —

(a) Empezando en A, utilice el algoritmo del vecino mas proximo para hallar para G
un limite superior para el problema del “viajante”. [4 puntos]

(b) (i) Utilice el algoritmo de Kruskal para hallar y dibujar un arbol generador
minimal para el subgrafo que se obtiene eliminando de G el vértice A.

(i) A partir de lo anterior, utilice el algoritmo de vértice borrado para hallar
para G un limite inferior para el problema del “viajante”. [8 puntos]

Véase al dorso
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5.  [Puntuacion maxima: 14]

(a) Laprogresion {u,}, n € Z",satisfacelarelacionderecurrencia u,,, = 5u,,, —6u, .
Sabiendo que u, =u, =3, obtenga una expresion para u, en funcion de n. 6 puntos
1 =W > n p
(b) Laprogresion {v,}, neZ",satisfacelarelacionderecurrencia v,,, =4v,,, —4v, .

Sabiendo que v, =2 y v, =12, utilice el principio de induccidn matematica
fuerte para mostrar que v, =2" (2n-1). [8 puntos]
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Instrucciones para los Examinadores

Abreviaturas

M

(M)

(A)

AG

Puntos concedidos por tratar de utilizar un Método correcto; el procedimiento tiene que estar incluido.

Puntos concedidos por el Método utilizado; dicho método puede también haber quedado implicito en
un procedimiento posterior correcto.

Puntos concedidos por una Respuesta (en inglés, Answer) o por Precision (en inglés, Accuracy); a
menudo dependen de las puntuaciones M precedentes.

Puntos concedidos por una Respuesta o por Precision; dicha respuesta/precision puede también haber
quedado implicita en un procedimiento posterior correcto.

Puntos concedidos por un Razonamiento claro.
Puntos concedidos por respuestas correctas cuando no se muestra ningun procedimiento.

Respuesta dada (del inglés answer given) en la propia pregunta, por lo que no se concede ningln
punto.

Uso del esquema de calificacion

1

General

Escriba las puntuaciones en rojo en el margen derecho de la hoja de examen que contiene las
respuestas del alumno.

o Muestre el desglose con las puntuaciones individuales concedidas. Utilice para ello las
abreviaturas M1, Al, etc.

e Escriba al final de cada pregunta la puntuacion total conseguida en esa pregunta y rodee dicho
valor.

Puntuacion por Método y por Respuesta/Precision

e No conceda automaticamente la puntuacién maxima solo porque la respuesta sea correcta; es
obligatorio comprobar todo el procedimiento y puntuar la pregunta segin las directrices del
esquema de calificacion.

e No se puede conceder MO seguido de Al, puesto que las puntuaciones A dependen de las
puntuaciones M precedentes, de haber alguna.

e Cuando se indica en la misma linea una puntuacion M y otra A (p. ej. M1Al), esto normalmente
significa M1 por intentar utilizar un método adecuado (p. €j., sustitucién en una formula) y Al por
utilizar los valores correctos.

¢ Alli donde el esquema de calificacion especifique (M2), N3, etc., no subdivida las puntuaciones.

e Una vez que aparezca en la hoja la respuesta correcta a una pregunta o a un apartado, ignore todo el
procedimiento subsiguiente.
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Puntuaciones N
Conceda puntos N por respuestas correctas gue no vengan acompafiadas de ningin procedimiento.

¢ No conceda una mezcla de puntos N y de otro tipo de puntuacion.

e Es posible que se hayan incluido en una prueba menos puntos N que el total de puntos M, Ay R;
esto se hace a proposito, puesto que asi se penaliza a los alumnos por no seguir las instrucciones
gue especifican que se ha de mostrar el procedimiento seguido.

Puntuaciones implicitas

Las puntuaciones implicitas se muestran entre paréntesis; p. €j., (M1). Solo se pueden conceder si
aparece incluido el procedimiento correcto o si dicho procedimiento ha quedado implicito en otro
procedimiento posterior.

¢ Normalmente el procedimiento correcto aparece escrito o queda implicito en la siguiente linea.
e Las puntuaciones sin paréntesis solo se pueden conceder cuando el procedimiento aparezca por
escrito explicitamente.

Puntuacion de arrastre de error

Las puntuaciones de arrastre de error (FT, del inglés Follow-Through) se conceden cuando tras dar
una respuesta incorrecta en uno de los apartados de una pregunta, dicha respuesta se utiliza
correctamente en apartados subsiguientes. Para poder conceder puntos de arrastre de error (FT), el
alumno tiene que haber incluido el procedimiento empleado (no solo una respuesta final basada en
una respuesta incorrecta dada en un apartado anterior).

o Si a causa del error cometido la pregunta resulta mucho mas sencilla de resolver, utilice su propio
criterio y conceda menos puntos FT si asi lo considera oportuno.

e Si este error conduce a un resultado inadecuado (p. ej., send=15), no conceda la o las
puntuaciones correspondientes a la(s) respuesta(s) final(es).

e Dentro de un apartado dado de una pregunta, una vez que Se comete un error ya no se puede
conceder ningin punto mas de tipo A que dependan del punto A no concedido. Sin embargo, si
se pueden conceder puntos M si resulta oportuno.

o Las excepciones a esta regla se indicaran explicitamente en el esquema de calificacion.

Error de lectura

Si un alumno comete un error al copiar en su hoja los datos de la pregunta, esto se considera un
“error de lectura” (MR, del inglés Mis-Read). Aplique a esa pregunta una penalizacion MR de 1
punto. Puntle la pregunta siguiendo los criterios habituales y, a continuacion, escriba —-1(MR) al
lado del total. Reste 1 punto del total correspondiente a esa pregunta. A un alumno sélo se le puede
penalizar una vez por un error de lectura dado.

e Si a causa del error de lectura (MR) cometido la pregunta resulta mucho mas sencilla de resolver,
utilice su propio criterio y conceda menos puntos si asi lo considera oportuno.

o Si este error de lectura (MR) conduce a un resultado inadecuado (p. €j., send=1,5), no conceda la
o las puntuaciones correspondientes a la(s) respuesta(s) final(es).
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Puntuacion discrecional (d)

En las contadas ocasiones en las que el esquema de calificacion no cubra el procedimiento incluido
por el alumno, el examinador utilizara su propio criterio para conceder una puntuacién. Esta
puntuacién tiene que estar rotulada con una (d) y se ha de incluir al lado de la puntuacién una nota
breve en la gque se explique el porqué de esta decision.

Métodos alternativos

En ocasiones, los alumnos utilizan métodos distintos de aquellos que aparecen en el esquema de
calificacion. A menos que en la pregunta se especifique qué método se ha de utilizar, el uso de
métodos alternativos correctos no se ha de penalizar, sino que se ha de puntuar siguiendo las
directrices que indica el esquema de calificacion. Si tiene alguna duda al respecto, péngase en
contacto con su jefe de equipo (su team leader) y pidale consejo.

e Cuando para toda una pregunta se incluyen varios métodos alternativos, estos aparecen sefialados
con METODO 1, METODO 2, etc.

e Las soluciones alternativas para un apartado dado de una pregunta se indican mediante O BIEN...
O BIEN.

e Siempre que sea posible, también se empleara la alineacion del texto (sangria del parrafo) como
recurso para que el examinador pueda identificar mas facilmente donde comienzan y dénde
terminan las distintas opciones.

Formas alternativas
A menos que en la pregunta se especifique lo contrario, acepte formas equivalentes.

¢ Dado que se trata de un examen internacional, acepte todas las formas alternativas de notacién.

e En el esquema de calificacion, las formas numéricas y algebraicas equivalentes aparecen
generalmente escritas entre paréntesis, justo a continuacién de la respuesta.

e En el esquema de calificacion, las respuestas simplificadas (que los alumnos a menudo no
incluyen en los exdmenes) aparecen normalmente escritas entre paréntesis. La puntuacion se ha de
conceder si el alumno da la respuesta o bien en la forma que precede al paréntesis o bien en la
forma que aparece entre paréntesis (si es que la ha incluido).

Ejemplo: por derivar f (x) =2sen(5x —3), el esquema de calificacion dice:
f'(x)=(2cos(5x—-3))5 (=10cos(5x —3)) Al

Se ha de conceder Al por (2cos(5x—3))5, incluso aunque el alumno no haya escrito
10cos(5x-3).
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Precision de las respuestas

El método para abordar los errores de precision a nivel global, de todo el examen, por medio de
Penalizaciones de Precision (AP, del inglés Accuracy Penalty) ya no es valido.

A los examinadores se les facilitaran, para cada pregunta donde resulte pertinente, las instrucciones
(especificas para esa pregunta) relativas a dichos aspectos numéricos, siempre dentro del marco de la
correccion matematica, la comprension numérica y la adecuacion contextual.

Las instrucciones que aparecen en la portada de cada cuestionario de examen se incluyen para que le
sirvan de orientacion al alumno. En ocasiones, el esquema de calificacion (EC) contiene
instrucciones para el examinador del tipo “Acepte respuestas que se hayan redondeado a n cifras
significativas (cs)”. Cuando el alumno proporcione respuestas (solicitadas en la pregunta) con
menos de n cs, conceda A0. Es posible que el EC requiera algunas respuestas numéricas intermedias
gue no se hayan solicitado explicitamente en la pregunta. En esos casos, conceda los puntos
Gnicamente si el alumno da la respuesta como valor exacto o con al menos 2 cs.

Procedimiento tachado

Si el alumno ha trazado una linea cubriendo parte del procedimiento incluido en el examen (en las
hojas que contienen las respuestas del alumno), o si de algin otro modo ha tachado parte del
procedimiento escrito, no conceda ningun punto por esa parte del procedimiento.

Calculadoras

Para la prueba 3 se necesita una calculadora de pantalla grafica, pero no estan permitidas aquellas
calculadora que permitan hacer operaciones de calculo simbdlico (p. €j., la TI-89).

Notacion de calculadora
La guia de Matematicas NS dice lo siguiente:

Los alumnos deben utilizar siempre la notacién matematica correcta y no la de las calculadoras.
No acepte respuestas finales que estén escritas utilizando notacion de calculadora. Sin embargo, no
penalice el uso de notacién de calculadora durante el procedimiento.

Mas de una solucion

Cuando un alumno proporcione dos (0 mas) respuestas distintas a una misma pregunta, el
examinador s6lo ha de puntuar la primera respuesta, a no ser que el alumno haya indicado lo
contrario.



(a)

(b)

581=2x259+63
259=4%x63+7
63=9x7

por lo tanto, el MCD es 7

considerando que
7=259-4x63
=259 -4 x (581— 2 x 259)
=259x9+581x (-4)
por lo tanto, la solucidén general es
Xx=9+83n; y=-4-37n donde neZ
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M1A1l
Al

Al

M1
Al

Al

M1Al

Notas: Acepte soluciones dispuestas en forma de tabla. Dividir la ecuacién
diofantica por 7 es un método igualmente valido.

(a)

(b)

(©)

(d)

~U

TN S N

~

[4 puntos]

[5 puntos]

Total [9 puntos]

~
T A2

(i) G no essimple porque hay 2 aristas que unen Py T R1
(if) G es conexo porque hay un camino que une cada par de veértices R1
@iii) (P,R) y (Q, S, T) son vértices disjuntos R1

por lo tanto G es bipartito Al

Nota: Conceda el punto Al unicamente si concede el punto R1.

G tiene un sendero euleriano porque tiene dos vértices de grado impar (Ry T
son de grado 3) el resto de los vértices son de grado par R1
el siguiente es un ejemplo de sendero
TPTRSPQR Al
G no tiene ningun circuito euleriano porque hay 2 vértices que son de grado
impar R1

[2 puntos]

[4 puntos]

[2 puntos]

[1 punto]
continda ...
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Continuacion de la Pregunta 2

(€)

considerando

asi pues, se pueden afiadir 3 aristas adicionales

supongamos ahora que eliminamos del grafo G una de las aristas PT;
obtenemos un grafo simple con 6 aristas; al afiadir las nuevas aristas, sigue

siendo simple
e<3v-6=>e<3x5-6=9
por lo que, como mucho, se pueden afiadir 3 aristas

(i)

2% =256 =4(mod 9) (asi pues, no se cumple)
9 no es primo

si considera diversas potencias de 2 y; p. €j., obtiene
2° =64 =1(mod 9)
por lo tanto:
2% _ (26)7 % 28
=8(mod9) (por lo que k =8)

Al

M1
R1
R1
[4 puntos]

Total [13 puntos]

Al
Al

M1
Al

M1

Al
[6 puntos]

continda ...
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Continuacion de la Pregunta 3

(b)

O BIEN

las soluciones de 3x =4(mod5) son 3, 8, 13, 18, 23,... M1A1
las soluciones de 5x=6(mod7) son 4, 11, 18,... Al
por lo tanto, 18 es la menor solucién comun Al
y la solucién general es

18+35n,neZ M1
por consiguiente, las soluciones que se piden son 123, 158, 193 Al
O BIEN

3x=4(mod5) = 2x 3x =2x4(mod5) = x =3(mod5) Al
= Xx=3+5t M1
=15+ 25t=6(mod7) = 4t=5(mod7) = 2x4t =2x5(mod7) =>t=3(mod7) Al
=t=3+7n Al
= X=3+5(3+7n)=18+35n M1
por consiguiente, las soluciones que se piden son 123, 158, 193 Al
O BIEN

utilizando el método de la férmula del teorema chino del resto,

se simplifican primero las congruencias a x =3(mod5) y x=4(mod7) AlAl

M=35M,=7,M,=5,m=5m,=7,a=3,a=4

X, es la solucion de M,x, =1(mod m,) ; es decir, 7x, =1(mod5),
con loque x, =3

X, es la solucion de M,x, =1(mod m,) ; es decir, 5x, =1(mod7),
conloque x,=3

por consiguiente, una solucién es

X=aM,x +a,M,X, M1

=3x7x3+4x5x3=123 Al
y la solucién general es 123+35n, ne Z M1
por consiguiente, las soluciones que se piden son 123, 158, 193 Al

[6 puntos]

Total [12 puntos]
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(@ utilizando el algoritmo del vecino méas préximo, y comenzando en A,

A—E E—C Al
C—»D,D—B Al
B—A Al
por consiguiente, el limite superiores 9+10+16 +13+11=59 Al
[4 puntos]
(b) (i) lasaristas se afiaden siguiendo el orden CE Al
BD Al
BE Al
C., £
° 3
D AL
(ii) el peso del arbol generador minimal es 37 (A1)
ahora volvemos a conectar el vértice A con las 2 aristas de menor peso (M1)
es decir, AEy AB Al
por consiguiente, el limite inferior es 37 +9+11=57 Al
[8 puntos]

Total [12 puntos]



(@)

(b)
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la ecuacion auxiliar es

m’> -5m+6=0

de donde se obtiene que m=2, 3

la solucidn general es

U, =Ax2"+Bx3"

sustituyendo n=1, 2

2A+3B=3

4A+9B =3

la solucién es A=3, B=-1, con lo que se obtiene que u, =3x2"-3"

demostramos primero que v, =2" (2n—1) para n=1, 2
para n=1, se obtiene que 2x1=2, lo cual es correcto
para n=2, se obtiene que 4x3=12, lo cual es correcto
supongamos ahora que la relacion se cumple para todo n <k
considerando
Vi, =4y, -4y, , (k=>2)

=4.2(2k —1) - 4.2 (2k -3)

=214k =2 -2k +3)

=2""(2(k+1)-1)
con esto se demuestra que si la relacién se cumple para n<k,
entonces también se cumple para n<k +1
dado que también hemos demostrado que se cumple para n <2, el

resultado general queda demostrado por
induccion

Nota: EIl alumno tiene que haber hecho un intento aceptable de acometer el

paso de induccidn para que se le pueda conceder el R1 final.

M1
Al

Al

M1
Al

Al
[6 puntos]

M1

Al
M1

M1
Al
Al
Al

R1

[8 puntos]

Total [14 puntos]
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Por favor comience cada pregunta en una pagina nueva. No se otorgara necesariamente la madxima
puntuacion a una respuesta correcta que no esté acompanada de un procedimiento. Las respuestas deben
estar sustentadas en un procedimiento o en explicaciones. En particular, junto a los resultados obtenidos con
calculadora de pantalla grdfica, debera reflejarse por escrito el procedimiento seguido para su obtencion,
por ejemplo, si se utiliza una grafica para hallar una solucion, se debera dibujar aproximadamente la misma
como parte de la respuesta. Aun cuando una respuesta sea erronea, podran otorgarse algunos puntos si el
método empleado es correcto, siempre que aparezca por escrito. Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el
procedimiento seguido.

1.

[Puntuacion maxima: 14]
La funcion f viene dada en el dominio }—g, g{ por f(x)=In(1+senx).

(a) Muestre que f"(x)= N )
(1+sen x)
(b) (i) Halle la serie de Maclaurin para f(x) hasta el término en x* inclusive.

(i1))  Explique brevemente por qué el resultado obtenido muestra que f no es ni
una funcién par ni una funciéon impar.

In(1+senx)—x

(c) Determine el valor de lim >

x—0 X

[Puntuacion maxima: 8]

Considere la ecuacion diferencial

xd—y:y+\/x2—y2,x>0,x2>y2.

dx

(a) Muestre que se trata de una ecuacion diferencial homogénea.

(b) Halle la solucion general, expresando la respuesta de la forma y = f(x).

[4 puntos]

[7 puntos]

[3 puntos]

[1 punto]

[7 puntos]
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[Puntuacion maxima: 15]

Considere la ecuacion diferencial

%zze’“+ytgx, sabiendo que para x =0, y=1.

El dominio de la funcién y es [0, g{

(a) Hallando los valores de las sucesivas derivadas para x =0, obtenga una serie de
. , . 3 . .
Maclaurin para y, hasta el término en x° inclusive.

(b) (i) Derive la funcion e*(sen x+cosx) vy, a partir de lo anterior, muestre que

1
Iex cos xdx =Eex(senx+cosx)+c.

(i) Halle un factor integrante para la ecuacion diferencial y a partir de
lo anterior, halle la solucion de dicha ecuacion, expresandola de la
forma y = f(x).

[Puntuacion maxima: 10]

Sea f(x)=2x+|x

,xeR.

(a) Demuestre que en el punto (0, 0) f es continua pero no es derivable.

(b) Determine el valor de [* f(x)dx, donde a>0.

[Puntuacion maxima: 13]

S (n—=1)x"

Considere la serie infinita —
n=1 N XZ

(a) Halle el radio de convergencia.

(b) Halle el intervalo de convergencia.

[6 puntos]

[9 puntos]

[7 puntos]

[3 puntos]

[4 puntos]

[9 puntos]
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Instrucciones para los Examinadores

Abreviaturas

M

(M)

(A)

AG

Puntos concedidos por tratar de utilizar un Método correcto; el procedimiento tiene que estar incluido.

Puntos concedidos por el Método utilizado; dicho método puede también haber quedado implicito en
un procedimiento posterior correcto.

Puntos concedidos por una Respuesta (en inglés, Answer) o por Precision (en inglés, Accuracy); a
menudo dependen de las puntuaciones M precedentes.

Puntos concedidos por una Respuesta o por Precision; dicha respuesta/precision puede también haber
quedado implicita en un procedimiento posterior correcto.

Puntos concedidos por un Razonamiento claro.
Puntos concedidos por respuestas correctas cuando no se muestra ningun procedimiento.

Respuesta dada (del inglés answer given) en la propia pregunta, por lo que no se concede ningln
punto.

Uso del esquema de calificacion

1

General

Escriba las puntuaciones en rojo en el margen derecho de la hoja de examen que contiene las
respuestas del alumno.

o Muestre el desglose con las puntuaciones individuales concedidas. Utilice para ello las
abreviaturas M1, Al, etc.

e Escriba al final de cada pregunta la puntuacion total conseguida en esa pregunta y rodee dicho
valor.

Puntuacion por Método y por Respuesta/Precision

e No conceda automaticamente la puntuaciéon maxima solo porgue la respuesta sea correcta; es
obligatorio comprobar todo el procedimiento y puntuar la pregunta segln las directrices del
esquema de calificacion.

e No se puede conceder MO seguido de Al, puesto que las puntuaciones A dependen de las
puntuaciones M precedentes, de haber alguna.

e Cuando se indica en la misma linea una puntuacion M y otra A (p. ej. M1Al), esto normalmente
significa M1 por intentar utilizar un método adecuado (p. €j., sustitucién en una formula) y Al por
utilizar los valores correctos.

e Alli donde el esquema de calificacion especifique (M2), N3, etc., no subdivida las puntuaciones.

e Una vez que aparezca en la hoja la respuesta correcta a una pregunta o a un apartado, ignore todo el
procedimiento subsiguiente.
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Puntuaciones N
Conceda puntos N por respuestas correctas gue no vengan acompafiadas de ningin procedimiento.

¢ No conceda una mezcla de puntos N y de otro tipo de puntuacion.

e Es posible que se hayan incluido en una prueba menos puntos N que el total de puntos M, Ay R;
esto se hace a proposito, puesto que asi se penaliza a los alumnos por no seguir las instrucciones
gue especifican que se ha de mostrar el procedimiento seguido.

Puntuaciones implicitas

Las puntuaciones implicitas se muestran entre paréntesis; p. €j., (M1). Solo se pueden conceder si
aparece incluido el procedimiento correcto o si dicho procedimiento ha quedado implicito en otro
procedimiento posterior.

¢ Normalmente el procedimiento correcto aparece escrito o queda implicito en la siguiente linea.
e Las puntuaciones sin paréntesis solo se pueden conceder cuando el procedimiento aparezca por
escrito explicitamente.

Puntuacion de arrastre de error

Las puntuaciones de arrastre de error (FT, del inglés Follow-Through) se conceden cuando tras dar
una respuesta incorrecta en uno de los apartados de una pregunta, dicha respuesta se utiliza
correctamente en apartados subsiguientes. Para poder conceder puntos de arrastre de error (FT), el
alumno tiene que haber incluido el procedimiento empleado (no solo una respuesta final basada en
una respuesta incorrecta dada en un apartado anterior).

o Si a causa del error cometido la pregunta resulta mucho mas sencilla de resolver, utilice su propio
criterio y conceda menos puntos FT si asi lo considera oportuno.

e Si este error conduce a un resultado inadecuado (p. ej., send=15), no conceda la o las
puntuaciones correspondientes a la(s) respuesta(s) final(es).

e Dentro de un apartado dado de una pregunta, una vez que Se comete un error ya no se puede
conceder ningin punto mas de tipo A que dependan del punto A no concedido. Sin embargo, si
se pueden conceder puntos M si resulta oportuno.

o Las excepciones a esta regla se indicaran explicitamente en el esquema de calificacion.

Error de lectura

Si un alumno comete un error al copiar en su hoja los datos de la pregunta, esto se considera un
“error de lectura” (MR, del inglés Mis-Read). Aplique a esa pregunta una penalizacion MR de 1
punto. Puntle la pregunta siguiendo los criterios habituales y, a continuacion, escriba —-1(MR) al
lado del total. Reste 1 punto del total correspondiente a esa pregunta. A un alumno sélo se le puede
penalizar una vez por un error de lectura dado.

e Si a causa del error de lectura (MR) cometido la pregunta resulta mucho mas sencilla de resolver,
utilice su propio criterio y conceda menos puntos si asi lo considera oportuno.

o Si este error de lectura (MR) conduce a un resultado inadecuado (p. €j., send=1,5), no conceda la
o las puntuaciones correspondientes a la(s) respuesta(s) final(es).
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Puntuacion discrecional (d)

En las contadas ocasiones en las que el esquema de calificacion no cubra el procedimiento incluido
por el alumno, el examinador utilizara su propio criterio para conceder una puntuacién. Esta
puntuacién tiene que estar rotulada con una (d) y se ha de incluir al lado de la puntuacién una nota
breve en la gque se explique el porqué de esta decision.

Métodos alternativos

En ocasiones, los alumnos utilizan métodos distintos de aquellos que aparecen en el esquema de
calificacion. A menos que en la pregunta se especifique qué método se ha de utilizar, el uso de
métodos alternativos correctos no se ha de penalizar, sino que se ha de puntuar siguiendo las
directrices que indica el esquema de calificacion. Si tiene alguna duda al respecto, péngase en
contacto con su jefe de equipo (su team leader) y pidale consejo.

e Cuando para toda una pregunta se incluyen varios métodos alternativos, estos aparecen sefialados
con METODO 1, METODO 2, etc.

e Las soluciones alternativas para un apartado dado de una pregunta se indican mediante O BIEN...
O BIEN.

e Siempre que sea posible, también se empleara la alineacion del texto (sangria del parrafo) como
recurso para que el examinador pueda identificar mas facilmente donde comienzan y dénde
terminan las distintas opciones.

Formas alternativas
A menos que en la pregunta se especifique lo contrario, acepte formas equivalentes.

¢ Dado que se trata de un examen internacional, acepte todas las formas alternativas de notacién.

e En el esquema de calificacion, las formas numéricas y algebraicas equivalentes aparecen
generalmente escritas entre paréntesis, justo a continuacién de la respuesta.

e En el esquema de calificacion, las respuestas simplificadas (que los alumnos a menudo no
incluyen en los exdmenes) aparecen normalmente escritas entre paréntesis. La puntuacion se ha de
conceder si el alumno da la respuesta o bien en la forma que precede al paréntesis o bien en la
forma que aparece entre paréntesis (si es que la ha incluido).

Ejemplo: por derivar f (x) =2sen(5x —3), el esquema de calificacion dice:
f'(x)=(2cos(5x—-3))5 (=10cos(5x —3)) Al

Se ha de conceder Al por (2cos(5x—3))5, incluso aunque el alumno no haya escrito
10cos(5x-3).
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Precision de las respuestas

El método para abordar los errores de precision a nivel global, de todo el examen, por medio de
Penalizaciones de Precision (AP, del inglés Accuracy Penalty) ya no es valido.

A los examinadores se les facilitaran, para cada pregunta donde resulte pertinente, las instrucciones
(especificas para esa pregunta) relativas a dichos aspectos numéricos, siempre dentro del marco de la
correccion matematica, la comprension numérica y la adecuacion contextual.

Las instrucciones que aparecen en la portada de cada cuestionario de examen se incluyen para que le
sirvan de orientacion al alumno. En ocasiones, el esquema de calificacion (EC) contiene
instrucciones para el examinador del tipo “Acepte respuestas que se hayan redondeado a n cifras
significativas (cs)”. Cuando el alumno proporcione respuestas (solicitadas en la pregunta) con
menos de n cs, conceda A0. Es posible que el EC requiera algunas respuestas numéricas intermedias
gue no se hayan solicitado explicitamente en la pregunta. En esos casos, conceda los puntos
Gnicamente si el alumno da la respuesta como valor exacto o con al menos 2 cs.

Procedimiento tachado

Si el alumno ha trazado una linea cubriendo parte del procedimiento incluido en el examen (en las
hojas que contienen las respuestas del alumno), o si de algin otro modo ha tachado parte del
procedimiento escrito, no conceda ningun punto por esa parte del procedimiento.

Calculadoras

Para la prueba 3 se necesita una calculadora de pantalla grafica, pero no estan permitidas aquellas
calculadora que permitan hacer operaciones de calculo simbdlico (p. €j., la TI-89).

Notacion de calculadora
La guia de Matematicas NS dice lo siguiente:

Los alumnos deben utilizar siempre la notacién matematica correcta y no la de las calculadoras.
No acepte respuestas finales que estén escritas utilizando notacion de calculadora. Sin embargo, no
penalice el uso de notacién de calculadora durante el procedimiento.

Mas de una solucion

Cuando un alumno proporcione dos (0 mas) respuestas distintas a una misma pregunta, el
examinador s6lo ha de puntuar la primera respuesta, a no ser que el alumno haya indicado lo
contrario.
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CoS X

1+senx
—sen X (1+sen x) —cos X cos X

(L+senx)?

(x) =

~ —senx—(sen’ X+ cos’ X)
B (1+sen x)?

1
“1+senx

" oS X

f (X):(1+senx)2

—sen x(L+sen x)® —2(1+ sen x) cos® x
(1+senx)*

£(0)=0, f'(0) =1, f"(0)=-1

f"(0)=1, f®(0)=-2

O (x) =

2 3 4
fyox X X X
2 6 12
(if)  la serie contiene potencias de x tanto pares como impares
2 X3
X——+—+...— X
. In1 - .
© lim n(l+senx) X _lim 2 6
x—0 X2 x—0 X2
-1 x
—+—+
x—0 1
_1
2
Nota: El uso de la regla de I'HOpital también es aceptable.

Al

M1A1l

Al

AG
[4 puntos]

Al

M1A1l

M1
Al

Al

R1
[7 puntos]

M1

(A1)

Al

[3 puntos]

Total [14 puntos]
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(@ laecuacion se puede re-escribir del siguiente modo

22 2
dy _y+yx -y _y, Hz) AL
dx X X X

con lo que se puede concluir que la ecuacion diferencial es homogénea AG
[1 punto]
. dy dv
(b) setoma y=vx de modo que se obtiene ™ =V+ xd— M1A1l
X
sustituyendo,
v+xj—V:v+\/1—v2 M1
X
V% M1
V1-V? X
arcsenv=Inx+C Al
Xzsen(lnx+C) Al
X
y=xsen(Inx+C) Al
[7 puntos]

Total [8 puntos]



(@)

(b)
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vemos que y(0)=1yque y'(0)=2

y" =2e* +y'tg X+ ysec’ x

y"(0)=3

y" =2e"+y"tgx +2y'sec’ X+ 2ysec’ xtg x
y"(0)=6

por consiguiente, la serie de Maclaurin pedida es
2

y:1+2x+3%+x3+...

(i) di(eX (sen x +cos x)) =e*(sen x+cosXx) +e*(cosx —sen x)
X

=2e* cos X
de lo que se deduce que

1
J'eX cos x dx =Eex(sen X+C0SX) +C

(i)  laecuacion diferencial se puede escribir del siguiente modo:

a ytgx=2e"

dx

I
dy

cos xd—— ysen x = 2e* cos X
X

e integrando,

ycosx=e*(senx+cosx)+C

y =1 cuando x =0, de donde se obtiene que C =0
por lo tanto

y=e*(l+tgx)

Al
M1
Al
M1
Al

Al
[6 puntos]
M1

Al

AG

M1

M1A1l
M1

Al
M1

Al
[9 puntos]

Total [15 puntos]
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(@ vemosque f(0)=0, f(x)=3x para x>0y f(x)=x para x<0

lim f(x)=1limx=0 M1A1l
x—0" x—0"
lim f(x)=1im3x=0 Al
x—0" x—0%
dado que f(0)=0, la funcién es continuaen x=0 AG
lim FOM=TO) _ 0y M1A1
h—0" h h—0" h
“mw:“mih:g Al
h—0* h h—0* h
estos limites no son iguales R1
con lo que f noes derivableen x=0 AG
[7 puntos]
(b) I:f(x)dx=_|'ixdx+_|':3xdx M1
270 272
2 -a 2 0
—a’ Al
[3 puntos]

Total [10 puntos]



(a)

(b)
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B nXn+1 y n22n
(n+1)?2" (n-1nx"
n® X
=X —
(n+1)*(n-1) 2

utilizando el criterio de D’ Alembert, Un.g

n

lim Ut = X

n—w u
n

el radio de convergencia R satisface que

gzl de modo que R=2

considerando x =2, para el cual la serie es
509
2
n=1 n
utilizando el criterio de comparacién del limite con la serie armonica

=1 .

> =, que diverge
n=1 n

considerando
limY — jim1 =1 _1

n—x n—x n

n
por consiguiente, la serie es divergente para x =2
para x=-2, la serie es

VZJ (n _21) ~ (_1)n

n
se trata de una serie alternada, en la cual el término n-ésimo tiende a 0
cuando n - o

x-1

X2

considerando f(x) =

2—-X
X3

f(x) =

que es negativa para x > 2, de modo que la progresion {| u, |} al final es

decreciente

Yy, por consiguiente, hemos demostrado mediante el criterio de las series

alternadas que la serie converge para x = -2

por tanto, el intervalo de convergenciaes [- 2, 2[

M1

Al

Al

Al

M1

Al

Al

Al
M1

Al

R1

R1

Al

[4 puntos]

[9 puntos]

Total [13 puntos]
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Por favor comience cada pregunta en una pagina nueva. No se otorgard necesariamente la mdxima
puntuacion a una respuesta correcta que no esté acomparnada de un procedimiento. Las respuestas deben
estar sustentadas en un procedimiento o en explicaciones. En particular, junto a los resultados obtenidos con
calculadora de pantalla grdfica, debera reflejarse por escrito el procedimiento seguido para su obtencion;
por ejemplo, si se utiliza una grafica para hallar una solucion, se debera dibujar aproximadamente la misma
como parte de la respuesta. Aun cuando una respuesta sea erronea, podran otorgarse algunos puntos si el
método empleado es correcto, siempre que aparezca por escrito. Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el
procedimiento seguido.

1.  [Puntuacion maxima: 14]

(a) Larelacion R viene dada sobre Z* por aRb siy solo si ab es par. Muestre que
solo se satisface una de las condiciones necesarias para que R sea una relacion
de equivalencia. [5 puntos]

(b) Larelacion S viene dada sobre Z* por aSh siy solo si @’ =b*(mod 6).
(i)  Muestre que S es una relacion de equivalencia.

(1) Escriba los cuatro elementos mas pequefios de cada clase de equivalencia. /9 puntos]

2.  [Puntuacion mdxima: 13]
Las operaciones binarias ® y * vienen dadas sobre R™ por
a®b=+ab y axb=a’bh".

Determine si

(a) © esono conmutativa, [2 puntos]
(b) = es ono asociativa; [4 puntos]
(c) = esono distributiva respecto a O ; [4 puntos]

(d) © tiene o no un elemento neutro. [3 puntos]
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3. [Puntuacion maxima: 16]

El grupo {G, x,} se define sobre el conjunto {1, 2, 3, 4,5, 6}, donde x, denota la
multiplicacion modulo 7.

(a) (1) Escriba latabla de Cayley para {G, x,} .
(1) Determine si {G, x,} es o no ciclico.
(iii) Halle el subgrupo de G de orden 3, y denominelo H.

(iv) Identifique el elemento de orden 2 que hay en G y halle su clase lateral
con respecto a H. [10 puntos]

(b) El grupo {K, o} se define sobre las seis permutaciones de los niimeros enteros
1,2, 3y o denota la composicion de permutaciones.

(i) Compruebe que {K, o} es no abeliano.

(i) Indiquesi {G, x,} y {K, o} son o no isomorfos. Justifique su respuesta. [6 puntos]

4.  [Puntuacion maxima: 9]

Los grupos {G, *} y {H, ©} se definen por medio de las siguientes tablas de Cayley.

G

O™ ||
O[S | | by | by
RN RECHENY N
o x| Q% | ®
SHICRRSREQY Ko

T
©)
Q
2

Muestre que existe un homomorfismo sobreyectivo entre G y H; para ello, considere
una funcion adecuada de G en H. Indique el nucleo de este homomorfismo.

Véase al dorso
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5.  [Puntuacion maxima: 8]

Sea {G, *} un grupo finito y sea H un subconjunto no vacio de G. Demuestre que
{H ,*} esun grupo si H es cerrado para *.
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Instrucciones para los Examinadores

Abreviaturas

M

(M)

(A)

AG

Puntos concedidos por tratar de utilizar un Método correcto; el procedimiento tiene que estar incluido.

Puntos concedidos por el Método utilizado; dicho método puede también haber quedado implicito en
un procedimiento posterior correcto.

Puntos concedidos por una Respuesta (en inglés, Answer) o por Precision (en inglés, Accuracy); a
menudo dependen de las puntuaciones M precedentes.

Puntos concedidos por una Respuesta o por Precision; dicha respuesta/precision puede también haber
quedado implicita en un procedimiento posterior correcto.

Puntos concedidos por un Razonamiento claro.
Puntos concedidos por respuestas correctas cuando no se muestra ningun procedimiento.

Respuesta dada (del inglés answer given) en la propia pregunta, por lo que no se concede ningln
punto.

Uso del esquema de calificacion

1

General

Escriba las puntuaciones en rojo en el margen derecho de la hoja de examen que contiene las
respuestas del alumno.

o Muestre el desglose con las puntuaciones individuales concedidas. Utilice para ello las
abreviaturas M1, Al, etc.

e Escriba al final de cada pregunta la puntuacion total conseguida en esa pregunta y rodee dicho
valor.

Puntuacion por Método y por Respuesta/Precision

e No conceda automaticamente la puntuaciéon maxima solo porgue la respuesta sea correcta; es
obligatorio comprobar todo el procedimiento y puntuar la pregunta segln las directrices del
esquema de calificacion.

e No se puede conceder MO seguido de Al, puesto que las puntuaciones A dependen de las
puntuaciones M precedentes, de haber alguna.

e Cuando se indica en la misma linea una puntuacion M y otra A (p. ej. M1Al), esto normalmente
significa M1 por intentar utilizar un método adecuado (p. €j., sustitucién en una formula) y Al por
utilizar los valores correctos.

e Alli donde el esquema de calificacion especifique (M2), N3, etc., no subdivida las puntuaciones.

e Una vez que aparezca en la hoja la respuesta correcta a una pregunta o a un apartado, ignore todo el
procedimiento subsiguiente.



-3- SPEC/5/MATHL/HP3/SPA/TZ0/SG/M

Puntuaciones N
Conceda puntos N por respuestas correctas gue no vengan acompafiadas de ningin procedimiento.

¢ No conceda una mezcla de puntos N y de otro tipo de puntuacion.

e Es posible que se hayan incluido en una prueba menos puntos N que el total de puntos M, Ay R;
esto se hace a proposito, puesto que asi se penaliza a los alumnos por no seguir las instrucciones
gue especifican que se ha de mostrar el procedimiento seguido.

Puntuaciones implicitas

Las puntuaciones implicitas se muestran entre paréntesis; p. €j., (M1). Solo se pueden conceder si
aparece incluido el procedimiento correcto o si dicho procedimiento ha quedado implicito en otro
procedimiento posterior.

¢ Normalmente el procedimiento correcto aparece escrito o queda implicito en la siguiente linea.
e Las puntuaciones sin paréntesis solo se pueden conceder cuando el procedimiento aparezca por
escrito explicitamente.

Puntuacion de arrastre de error

Las puntuaciones de arrastre de error (FT, del inglés Follow-Through) se conceden cuando tras dar
una respuesta incorrecta en uno de los apartados de una pregunta, dicha respuesta se utiliza
correctamente en apartados subsiguientes. Para poder conceder puntos de arrastre de error (FT), el
alumno tiene que haber incluido el procedimiento empleado (no solo una respuesta final basada en
una respuesta incorrecta dada en un apartado anterior).

o Si a causa del error cometido la pregunta resulta mucho mas sencilla de resolver, utilice su propio
criterio y conceda menos puntos FT si asi lo considera oportuno.

e Si este error conduce a un resultado inadecuado (p. ej., send=15), no conceda la o las
puntuaciones correspondientes a la(s) respuesta(s) final(es).

e Dentro de un apartado dado de una pregunta, una vez que Se comete un error ya no se puede
conceder ningin punto mas de tipo A que dependan del punto A no concedido. Sin embargo, si
se pueden conceder puntos M si resulta oportuno.

o Las excepciones a esta regla se indicaran explicitamente en el esquema de calificacion.

Error de lectura

Si un alumno comete un error al copiar en su hoja los datos de la pregunta, esto se considera un
“error de lectura” (MR, del inglés Mis-Read). Aplique a esa pregunta una penalizacion MR de 1
punto. Puntle la pregunta siguiendo los criterios habituales y, a continuacion, escriba —-1(MR) al
lado del total. Reste 1 punto del total correspondiente a esa pregunta. A un alumno sélo se le puede
penalizar una vez por un error de lectura dado.

e Si a causa del error de lectura (MR) cometido la pregunta resulta mucho mas sencilla de resolver,
utilice su propio criterio y conceda menos puntos si asi lo considera oportuno.

o Si este error de lectura (MR) conduce a un resultado inadecuado (p. €j., send=1,5), no conceda la
o las puntuaciones correspondientes a la(s) respuesta(s) final(es).
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Puntuacion discrecional (d)

En las contadas ocasiones en las que el esquema de calificacion no cubra el procedimiento incluido
por el alumno, el examinador utilizara su propio criterio para conceder una puntuacién. Esta
puntuacién tiene que estar rotulada con una (d) y se ha de incluir al lado de la puntuacién una nota
breve en la gque se explique el porqué de esta decision.

Métodos alternativos

En ocasiones, los alumnos utilizan métodos distintos de aquellos que aparecen en el esquema de
calificacion. A menos que en la pregunta se especifique qué método se ha de utilizar, el uso de
métodos alternativos correctos no se ha de penalizar, sino que se ha de puntuar siguiendo las
directrices que indica el esquema de calificacion. Si tiene alguna duda al respecto, péngase en
contacto con su jefe de equipo (su team leader) y pidale consejo.

e Cuando para toda una pregunta se incluyen varios métodos alternativos, estos aparecen sefialados
con METODO 1, METODO 2, etc.

e Las soluciones alternativas para un apartado dado de una pregunta se indican mediante O BIEN...
O BIEN.

e Siempre que sea posible, también se empleara la alineacion del texto (sangria del parrafo) como
recurso para que el examinador pueda identificar mas facilmente donde comienzan y dénde
terminan las distintas opciones.

Formas alternativas
A menos que en la pregunta se especifique lo contrario, acepte formas equivalentes.

¢ Dado que se trata de un examen internacional, acepte todas las formas alternativas de notacién.

e En el esquema de calificacion, las formas numéricas y algebraicas equivalentes aparecen
generalmente escritas entre paréntesis, justo a continuacién de la respuesta.

e En el esquema de calificacion, las respuestas simplificadas (que los alumnos a menudo no
incluyen en los exdmenes) aparecen normalmente escritas entre paréntesis. La puntuacion se ha de
conceder si el alumno da la respuesta o bien en la forma que precede al paréntesis o bien en la
forma que aparece entre paréntesis (si es que la ha incluido).

Ejemplo: por derivar f (x) =2sen(5x —3), el esquema de calificacion dice:
f'(x)=(2cos(5x—-3))5 (=10cos(5x —3)) Al

Se ha de conceder Al por (2cos(5x—3))5, incluso aunque el alumno no haya escrito
10cos(5x-3).
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Precision de las respuestas

El método para abordar los errores de precision a nivel global, de todo el examen, por medio de
Penalizaciones de Precision (AP, del inglés Accuracy Penalty) ya no es valido.

A los examinadores se les facilitaran, para cada pregunta donde resulte pertinente, las instrucciones
(especificas para esa pregunta) relativas a dichos aspectos numéricos, siempre dentro del marco de la
correccion matematica, la comprension numérica y la adecuacion contextual.

Las instrucciones que aparecen en la portada de cada cuestionario de examen se incluyen para que le
sirvan de orientacion al alumno. En ocasiones, el esquema de calificacion (EC) contiene
instrucciones para el examinador del tipo “Acepte respuestas que se hayan redondeado a n cifras
significativas (cs)”. Cuando el alumno proporcione respuestas (solicitadas en la pregunta) con
menos de n cs, conceda A0. Es posible que el EC requiera algunas respuestas numéricas intermedias
gue no se hayan solicitado explicitamente en la pregunta. En esos casos, conceda los puntos
Gnicamente si el alumno da la respuesta como valor exacto o con al menos 2 cs.

Procedimiento tachado

Si el alumno ha trazado una linea cubriendo parte del procedimiento incluido en el examen (en las
hojas que contienen las respuestas del alumno), o si de algin otro modo ha tachado parte del
procedimiento escrito, no conceda ningun punto por esa parte del procedimiento.

Calculadoras

Para la prueba 3 se necesita una calculadora de pantalla grafica, pero no estan permitidas aquellas
calculadora que permitan hacer operaciones de calculo simbdlico (p. €j., la TI-89).

Notacion de calculadora
La guia de Matematicas NS dice lo siguiente:

Los alumnos deben utilizar siempre la notacién matematica correcta y no la de las calculadoras.
No acepte respuestas finales que estén escritas utilizando notacion de calculadora. Sin embargo, no
penalice el uso de notacién de calculadora durante el procedimiento.

Mas de una solucion

Cuando un alumno proporcione dos (0 mas) respuestas distintas a una misma pregunta, el
examinador s6lo ha de puntuar la primera respuesta, a no ser que el alumno haya indicado lo
contrario.
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reflexiva: si a es impar, axa esimpar, por lo que R no es reflexiva R1
simétrica: si ab es par, entonces ba es par, con lo que R es simétrica R1
transitiva: sean aRb y bRc; tenemos que determinar si aRc o0 no (M1)
por ejemplo, 5R2 y 2R3 Al
dado que 5x3 no es par, 5 no esta relacionado con 3y por tanto R no es

transitiva R1
(i) reflexiva: a®> =a*(mod 6), asi que S es reflexiva R1

simétrica: a® =b*(mod6) = 6| (a* —b*) = 6| (b* —a’) = b* =a’*(mod6) R1
de modo que S es simétrica

transitiva: sean aSh y bSc, de modo que a®* =b*+6M y b*>=c*+6N M1
de lo que se deduce que a’> =c*+6(M + N), con lo que aSc y, por lo

tanto, S es transitiva R1
S es una relacion de equivalencia porque satisface las tres condiciones  AG

(i)  considerando los cuadrados de nimeros enteros (mod 6), (M1)
las clases de equivalencia son

{1,5,7,11,..} Al
{2,4,8,10, ..} Al
{3,9,15,21, ..} Al
{6,12,18, 24, ..} Al

[5 puntos]

[9 puntos]

Total [14 puntos]

aob=+ab=+ba=boa Al
dado que a®b=b®a, se deduce que ® es conmutativa R1
a*(b=*c)=ax*b’c’* =a’b’c* M1A1
(a*b)*c=a’n**c=a’h'c? Al
estas dos expresiones son distintas y, por tanto, * no es asociativa R1

Nota: Acepte también un contragjemplo numérico.

(©)

a*(boc)=ax*/bc =a’hc M1A1
(a*b)©(a*c)=a’h* ®a’c® =a’bc Al
estas dos expresiones son iguales; por tanto, * es distributiva respecto a © R1

[2 puntos]

[4 puntos]

[4 puntos]

continda ...
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Continuacion de la Pregunta 2

(d)

3. @

(b)

el elemento neutro e tendria que satisfacer la igualdad

a®Oe=a paratodo a M1
por otro lado, a®e=+ae=a=e=a Al
por lo tanto no existe elemento neutro R1

[3 puntos]

Total [13 puntos]

(i) latabla de Cayley es

1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6
2 2 4 6 1 3 5
3 3 6 2 5 1 4
4 4 1 5 2 6 3
5 5 3 1 6 4 2
6 6 5 4 3 2 1

A3
Nota: Quite 1 punto por cada error cometido, hasta un maximo de 3.

(i)  considerando potencias de elementos, (M1)
se deduce que 3 (0 5) es de orden 6 Al
de modo que el grupo es ciclico Al

(iii) vemos que 2y 4 son de orden 3, de modo que el subgrupo de orden 3
es {1, 2, 4} M1A1

(iv) el elemento de orden 2 es 6 Al
la clase lateral es {3, 5, 6} Al

[10 puntos]

(i)  considere por ejemplo

12 3) (1 2 3 123

o = M1A1
2 13 2 31) 1 3 2
12 3) (1 23 1 23

o = M1A1
2 31) 213 321

Nota: Conceda M1A1M1AO si el alumno ha hecho ambas composiciones

en el orden incorrecto.

Nota: Conceda M1A1MOAO si las dos composiciones dan el mismo
resultado, y el alumno no hace ningun intento mas de encontrar dos

permutaciones que no sean conmutativas.

estas dos expresiones son distintas, por lo que el grupo es no abeliano R1AG

(i)  no son isomorfos porque {G, x,} es abelianoy {K, <} no loes R1
[6 puntos]

Total [16 puntos]
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considere la funcién f que viene dada por

f(E)=e

f(A)=e

f(B)=a M1A1

f(C)=a
a continuacién, tenemos gque mostrar que

f(X*Y)=f(X)O f(Y) paratodo X,Y G (M1)
considerando
f((EoA)=*(EoA)=f(EoA)=e; f(E0A)Of(EoA)=eOe=e M1A1l
f((EoA)=*(BoC))=f(BoC)=a; f(EoAOf(BoC)=e0a=a Al
f(BoC)*x(BoC))=f(EoA)=e; f(BoC)Of(BoC)=aba=e Al
dado que los grupos son abelianos, no es necesario que consideremos
f((BoC)*(Eo A) R1

en todos los casos se satisface la propiedad necesaria, por lo que existe un
homomorfismo

Nota: También es aceptable una demostracion exhaustiva en la que se utilicen tablas.

el nicleo es {E, A} Al
la propiedad asociativa se cumple, porque se cumple en G R1
H es cerrado (esto viene dado) R1
sea he H ysean el orden de h, (este valor es finito porque G es finito) M1
esto implica que h" =e, el elemento neutro R1
y dado que H es cerrado, ec H R1
dado que h*h"" =e M1
se deduce que h"* es el simétrico de h es decir, h™ R1
y dado que H es cerrado, h™ e H , por lo que cada elemento de H tiene simétrico R1
por lo tanto, se satisfacen los cuatro requisitos para que H sea un grupo AG

[9 puntos]

[8 puntos]
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Por favor comience cada pregunta en una pagina nueva. No se otorgard necesariamente la mdxima
puntuacion a una respuesta correcta que no esté acompanada de un procedimiento. Las respuestas deben
estar sustentadas en un procedimiento o en explicaciones. En particular, junto a los resultados obtenidos con
calculadora de pantalla grdfica, deberda reflejarse por escrito el procedimiento seguido para su obtencion,
por ejemplo, si se utiliza una grafica para hallar una solucion, se debera dibujar aproximadamente la misma
como parte de la respuesta. Aun cuando una respuesta sea erronea, podran otorgarse algunos puntos si el
método empleado es correcto, siempre que aparezca por escrito. Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el
procedimiento seguido.

1.  [Puntuacion maxima: 10]

Un comprador compra 12 manzanas en uno de los puestos del mercado. Las pesa 'y
obtiene los siguientes resultados (en gramos).

117,124, 129, 118, 124, 116, 121, 126, 118, 121, 122, 129

Puede suponer que se trata de una muestra aleatoria tomada de una distribucion normal
de media u y varianza o”.

(a) Determine estimaciones sin sesgo de ¢ y de o”. [3 puntos]
(b) Determine un intervalo de confianza del 99 % para p . [2 puntos]

(c) El dueno del puesto afirma que la media del peso de las manzanas es igual a
125 gramos, mientras que el comprador afirma que la media es menor que
este valor.

(1) Indique las hipotesis apropiadas para contrastar estas afirmaciones.
(i1) Calcule para la muestra anteriormente descrita el valor del pardmetro p.

(i11) Indique cudl de las afirmaciones estd respaldada por el valor del
parametro p que acaba de obtener, utilizando un nivel de significacién
del 5 %. Justifique su respuesta. [5 puntos]
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[Puntuacion maxima: 12]

Cuando Andrew tira un dardo a la diana, la probabilidad de que dé en la diana es %;

cuando Bill tira un dardo, la probabilidad de que d¢ en la diana es % .

Los lanzamientos sucesivos son independientes entre si. Una noche se ponen a jugar a
la diana, tirando por turnos un dardo y comenzando por Andrew. El juego se acaba en
el momento en que uno de los dardos da en la diana. Sea X el numero total de dardos
que se han tirado.

(a) Escriba el valor de P(X =1) y muestre que P(X =2) = % [2 puntos]

(b) Muestre que la funcidn generatriz de probabilidad para X viene dada por

2t +¢°
G()= 637 [6 puntos]

(c) Anpartir de lo anterior, determine E (X). [4 puntos]
[Puntuacion maxima: 9]
Se sabe que los pesos de los monos adultos de una especie determinada siguen una
distribucion normal, de media 30 kg y desviacion tipica 3 kg para los machos y de
media 20 kg y desviacion tipica 2,5 kg para las hembras.
(a) Halle la probabilidad de que el peso de un macho elegido al azar sea mas del

doble del peso de una hembra elegida al azar. [5 puntos]
(b) Dosmachosy cinco hembras se suben juntos a una bascula. Halle la probabilidad

de que el peso total sea menor que 175 kg. [4 puntos]

Véase al dorso
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[Puntuacion maxima: 15]

Los alumnos de un curso hacen un examen de Matematica Aplicada que consta de dos
pruebas. La Prueba 1 es de Mecénica y la Prueba 2 es de Estadistica. Sean (x, y)
las notas obtenidas por los alumnos en la Prueba 1 y en la Prueba 2, respectivamente.
Puede suponer que los valores de (x, y) constituyen una muestra aleatoria tomada de
una distribucion normal bidimensional con coeficiente de correlacion p . El profesor
desea determinar si existe 0 no una asociacion positiva entre las notas de Mecénica y
las notas de Estadistica.

(a) Indique las hipotesis apropiadas. [1 punto]

Las notas obtenidas por los 12 alumnos que se presentaron a ambas pruebas se
muestran en la siguiente tabla:

Alumno A B C D E F G H | J K L
X 52 | 47 | 82 | 69 | 38 | 50 | 72 | 46 | 23 | 60 | 42 | 53
y 55 |44 | 79 | 62 | 41 | 37 | 71 | 44 | 31 | 45 | 47 | 49

(b) (i) Determine el coeficiente de correlacion momento-producto para estos
datos e indique el valor del parametro p correspondiente.

(i1) Interprete, en el contexto de este problema, el valor del parametro p que
ha obtenido. [5 puntos]

(c) George obtuvo una nota de 63 en la Prueba 1 pero no se pudo presentar a la
Prueba 2 porque estaba enfermo. Prediga la nota que habria obtenido en la
Prueba 2. [4 puntos]

(d) Otra clase compuesta por 16 alumnos ha hecho un examen de Fisica y otro
de Quimica. Se hall6 que el coeficiente de correlacion momento-producto
entre las notas de estas dos asignaturas es igual a 0,524. Utilizando un nivel
de significacion del 1 %, determine si este valor sugiere o no que exista una
asociacion positiva entre las notas de Fisica y las notas de Quimica. [5 puntos]
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[Puntuacion maxima: 14]

La variable aleatoria discreta X tiene la siguiente distribucion de probabilidad,

1
donde O<¢9<§.

X 1 2 3
P(X=x)| @ 20 1-30
(a) Determine E(X) y muestre que Var(X)=660-166". [4 puntos]

Con el fin de estimar el valor de @, se obtiene de la distribucion de X una muestra
aleatoria compuesta por n observaciones.

(b) (i) Sabiendo que X denota la media de esta muestra, muestre que

>

33—

>

L ‘

es un estimador sin sesgo para 6 y escriba una expresion para la varianza
de 6, en funciéonde n y de 6.

(i) Sea Y el numero de observaciones de la muestra cuyo resultado es igual
a 1. Muestre que Y tiene la distribucion binomial B(n, ) y deduzca que

~ Y ., . . .
6, = — es también un estimador sin sesgo para €. Obtenga una expresion
n

para la varianza de 6,.

(ii1) Muestre que Var (él) < Var (92) e indique, justificando su respuesta, cual es

el estimador mas eficiente, él 0 92 . [10 puntos]
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Instrucciones para los Examinadores

Abreviaturas

M

(M)

(A)

AG

Puntos concedidos por tratar de utilizar un Método correcto; el procedimiento tiene que estar incluido.

Puntos concedidos por el Método utilizado; dicho método puede también haber quedado implicito en
un procedimiento posterior correcto.

Puntos concedidos por una Respuesta (en inglés, Answer) o por Precision (en inglés, Accuracy); a
menudo dependen de las puntuaciones M precedentes.

Puntos concedidos por una Respuesta o por Precision; dicha respuesta/precision puede también haber
quedado implicita en un procedimiento posterior correcto.

Puntos concedidos por un Razonamiento claro.
Puntos concedidos por respuestas correctas cuando no se muestra ningun procedimiento.

Respuesta dada (del inglés answer given) en la propia pregunta, por lo que no se concede ningln
punto.

Uso del esquema de calificacion

1

General

Escriba las puntuaciones en rojo en el margen derecho de la hoja de examen que contiene las
respuestas del alumno.

o Muestre el desglose con las puntuaciones individuales concedidas. Utilice para ello las
abreviaturas M1, Al, etc.

e Escriba al final de cada pregunta la puntuacion total conseguida en esa pregunta y rodee dicho
valor.

Puntuacion por Método y por Respuesta/Precision

e No conceda automaticamente la puntuaciéon maxima solo porgue la respuesta sea correcta; es
obligatorio comprobar todo el procedimiento y puntuar la pregunta segln las directrices del
esquema de calificacion.

e No se puede conceder MO seguido de Al, puesto que las puntuaciones A dependen de las
puntuaciones M precedentes, de haber alguna.

e Cuando se indica en la misma linea una puntuacion M y otra A (p. ej. M1Al), esto normalmente
significa M1 por intentar utilizar un método adecuado (p. €j., sustitucién en una formula) y Al por
utilizar los valores correctos.

e Alli donde el esquema de calificacion especifique (M2), N3, etc., no subdivida las puntuaciones.

e Una vez que aparezca en la hoja la respuesta correcta a una pregunta o a un apartado, ignore todo el
procedimiento subsiguiente.
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Puntuaciones N
Conceda puntos N por respuestas correctas gue no vengan acompafiadas de ningin procedimiento.

¢ No conceda una mezcla de puntos N y de otro tipo de puntuacion.

e Es posible que se hayan incluido en una prueba menos puntos N que el total de puntos M, Ay R;
esto se hace a proposito, puesto que asi se penaliza a los alumnos por no seguir las instrucciones
gue especifican que se ha de mostrar el procedimiento seguido.

Puntuaciones implicitas

Las puntuaciones implicitas se muestran entre paréntesis; p. €j., (M1). Solo se pueden conceder si
aparece incluido el procedimiento correcto o si dicho procedimiento ha quedado implicito en otro
procedimiento posterior.

¢ Normalmente el procedimiento correcto aparece escrito o queda implicito en la siguiente linea.
e Las puntuaciones sin paréntesis solo se pueden conceder cuando el procedimiento aparezca por
escrito explicitamente.

Puntuacion de arrastre de error

Las puntuaciones de arrastre de error (FT, del inglés Follow-Through) se conceden cuando tras dar
una respuesta incorrecta en uno de los apartados de una pregunta, dicha respuesta se utiliza
correctamente en apartados subsiguientes. Para poder conceder puntos de arrastre de error (FT), el
alumno tiene que haber incluido el procedimiento empleado (no solo una respuesta final basada en
una respuesta incorrecta dada en un apartado anterior).

o Si a causa del error cometido la pregunta resulta mucho mas sencilla de resolver, utilice su propio
criterio y conceda menos puntos FT si asi lo considera oportuno.

e Si este error conduce a un resultado inadecuado (p. ej., send=15), no conceda la o las
puntuaciones correspondientes a la(s) respuesta(s) final(es).

e Dentro de un apartado dado de una pregunta, una vez que Se comete un error ya no se puede
conceder ningin punto mas de tipo A que dependan del punto A no concedido. Sin embargo, si
se pueden conceder puntos M si resulta oportuno.

o Las excepciones a esta regla se indicaran explicitamente en el esquema de calificacion.

Error de lectura

Si un alumno comete un error al copiar en su hoja los datos de la pregunta, esto se considera un
“error de lectura” (MR, del inglés Mis-Read). Aplique a esa pregunta una penalizacion MR de 1
punto. Puntle la pregunta siguiendo los criterios habituales y, a continuacion, escriba —-1(MR) al
lado del total. Reste 1 punto del total correspondiente a esa pregunta. A un alumno sélo se le puede
penalizar una vez por un error de lectura dado.

e Si a causa del error de lectura (MR) cometido la pregunta resulta mucho mas sencilla de resolver,
utilice su propio criterio y conceda menos puntos si asi lo considera oportuno.

o Si este error de lectura (MR) conduce a un resultado inadecuado (p. €j., send=1,5), no conceda la
o las puntuaciones correspondientes a la(s) respuesta(s) final(es).
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Puntuacion discrecional (d)

En las contadas ocasiones en las que el esquema de calificacion no cubra el procedimiento incluido
por el alumno, el examinador utilizara su propio criterio para conceder una puntuacién. Esta
puntuacién tiene que estar rotulada con una (d) y se ha de incluir al lado de la puntuacién una nota
breve en la gque se explique el porqué de esta decision.

Métodos alternativos

En ocasiones, los alumnos utilizan métodos distintos de aquellos que aparecen en el esquema de
calificacion. A menos que en la pregunta se especifique qué método se ha de utilizar, el uso de
métodos alternativos correctos no se ha de penalizar, sino que se ha de puntuar siguiendo las
directrices que indica el esquema de calificacion. Si tiene alguna duda al respecto, péngase en
contacto con su jefe de equipo (su team leader) y pidale consejo.

e Cuando para toda una pregunta se incluyen varios métodos alternativos, estos aparecen sefialados
con METODO 1, METODO 2, etc.

e Las soluciones alternativas para un apartado dado de una pregunta se indican mediante O BIEN...
O BIEN.

e Siempre que sea posible, también se empleara la alineacion del texto (sangria del parrafo) como
recurso para que el examinador pueda identificar mas facilmente donde comienzan y dénde
terminan las distintas opciones.

Formas alternativas
A menos que en la pregunta se especifique lo contrario, acepte formas equivalentes.

¢ Dado que se trata de un examen internacional, acepte todas las formas alternativas de notacién.

e En el esquema de calificacion, las formas numéricas y algebraicas equivalentes aparecen
generalmente escritas entre paréntesis, justo a continuacién de la respuesta.

e En el esquema de calificacion, las respuestas simplificadas (que los alumnos a menudo no
incluyen en los exdmenes) aparecen normalmente escritas entre paréntesis. La puntuacion se ha de
conceder si el alumno da la respuesta o bien en la forma que precede al paréntesis o bien en la
forma que aparece entre paréntesis (si es que la ha incluido).

Ejemplo: por derivar f (x) =2sen(5x —3), el esquema de calificacion dice:
f'(x)=(2cos(5x—-3))5 (=10cos(5x —3)) Al

Se ha de conceder Al por (2cos(5x—3))5, incluso aunque el alumno no haya escrito
10cos(5x-3).
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Precision de las respuestas

El método para abordar los errores de precision a nivel global, de todo el examen, por medio de
Penalizaciones de Precision (AP, del inglés Accuracy Penalty) ya no es valido.

A los examinadores se les facilitaran, para cada pregunta donde resulte pertinente, las instrucciones
(especificas para esa pregunta) relativas a dichos aspectos numéricos, siempre dentro del marco de la
correccion matematica, la comprension numérica y la adecuacion contextual.

Las instrucciones que aparecen en la portada de cada cuestionario de examen se incluyen para que le
sirvan de orientacion al alumno. En ocasiones, el esquema de calificacion (EC) contiene
instrucciones para el examinador del tipo “Acepte respuestas que se hayan redondeado a n cifras
significativas (cs)”. Cuando el alumno proporcione respuestas (solicitadas en la pregunta) con
menos de n cs, conceda A0. Es posible que el EC requiera algunas respuestas numéricas intermedias
gue no se hayan solicitado explicitamente en la pregunta. En esos casos, conceda los puntos
Gnicamente si el alumno da la respuesta como valor exacto o con al menos 2 cs.

Procedimiento tachado

Si el alumno ha trazado una linea cubriendo parte del procedimiento incluido en el examen (en las
hojas que contienen las respuestas del alumno), o si de algin otro modo ha tachado parte del
procedimiento escrito, no conceda ningun punto por esa parte del procedimiento.

Calculadoras

Para la prueba 3 se necesita una calculadora de pantalla grafica, pero no estan permitidas aquellas
calculadora que permitan hacer operaciones de calculo simbdlico (p. €j., la TI-89).

Notacion de calculadora
La guia de Matematicas NS dice lo siguiente:

Los alumnos deben utilizar siempre la notacién matematica correcta y no la de las calculadoras.
No acepte respuestas finales que estén escritas utilizando notacion de calculadora. Sin embargo, no
penalice el uso de notacién de calculadora durante el procedimiento.

Mas de una solucion

Cuando un alumno proporcione dos (0 mas) respuestas distintas a una misma pregunta, el
examinador s6lo ha de puntuar la primera respuesta, a no ser que el alumno haya indicado lo
contrario.
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(@  unaestimacion sin sesgo de u =122
una estimacion sin sesgo de o =4,4406...> =19,7

| Nota: Conceda (M1)AO si la respuesta es 4,44, |

(b) el intervalo de confianza del 99% para x es [118, 126]

c© @ H,:p=125;H, : 1 <125
(i)  valor del parametro p =0,0220

(iii) queda respaldada la afirmacion del duefio del puesto
porque 0,0220 < 0,05

@ P(X=1=

X

P(X =2)=

NPk

olk w|ln Wik

0 GO =st+ixie+2:3. e, 2,32, L
3 737 "33 T3 a3

t t?
-
v v
2 2
C2t+t?
- 6-3t?

(2+2t)(6-3t%) + 6t (2t + t?)

(C) G,(t) = (6—3'[2)2
angmz%

Al
(M1)AL

[3 puntos]

AlAl
[2 puntos]

Al

A2

AlR1
[5 puntos]

Total [10 puntos]

Al
Al

AG
[2 puntos]

M1A1l

M1Al

AlAl

AG
[6 puntos]

M1A1l

M1A1l
[4 puntos]

Total [12 puntos]



(@)

(b)

(a)

(b)

(©)

(d)
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el enunciado dice que M ~N(30,9) y H ~ N(20, 6,25)

sea X =M —-2H; X ~N(-10, 34) M1A1Al
necesitamos calcular P (X >0) (M1)
=0,0432 Al
seaY=M,+M,+H,+H,+H,+H,+H;, Y ~N(60, 49,25) M1A1Al
necesitamos calcular P (Y <175)=0,984 Al

[5 puntos]

[4 puntos]

Total [9 puntos]

Hy:p=0;H,:p>0 Al
(i)  coeficiente de correlacion = 0,905 A2
valor del parametro p = 2,61x10°° A2

(i)  hay indicios muy contundentes que indican la existencia de una
asociacion positiva entre las notas de Mecanica y las notas de Estadistica R1

la recta de regresion de y sobre x es y =8,71+0,789x (M1)A1
la nota estimada de George en la Prueba 2=8,71+0,789x 63 (M1)
=58 Al
t=r 1”_22 ~2,3019... M1A1
-r
grados de libertad =14 (A1)
valor del parametro p =0,0186... Al
a un nivel de significacion del 1%, este resultado no indica que exista una
asociacion positiva entre las notas de Fisica y las de Quimica R1

[1 punto]

[5 puntos]

[4 puntos]

[5 puntos]

Total [15 puntos]



(a)

(b)
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E(X)=1x0+2x20+3(1-30) =340
Var (X) =1x 0 + 4x 20 +9(1—30) — (3 - 46)

(i)

(i)

(i)

=60 —166*

3-E(X) _3-(3-40) _

E6)= 6
@) 2 2
de modo que &, es un estimador sin sesgo de &
~. 60-1667
Var(6)=——
@) Tn

para cada uno de los n valores observados, hay una probabilidad 6 de

que el valor sea igual a 1
de modo que Y ~ B(n, 0)

Var (6 ne(iz—e) _ 9(1n—.9)

660 —166° —166 +166°
16n

<0

Var (él) —Var (éz) =

_ 106

~ 16n
él es el estimador mas eficiente porque es el que tiene
la varianza méas pequefia

M1Al
M1A1l

AG
[4 puntos]

M1Al
AG

Al

R1
AG

Al

M1A1l

M1

Al

R1
[10 puntos]

Total [14 puntos]
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